哈尔滨 工 
业 大 学 出 版 社 


IEEXZIRIINGEITLIRIJTELAEUD BI 

问题 研究 的 结果 与 发 表 论 文 的 出 处 作 了 详细 介绍 。 

pps C THA RR BR HSRC LEAT EK 
数 序列 以 及 一 些 其 它 问题 。 本 书 是 在 编译 理 查 德 K. RK (Richard 
K. Guy) 斯 著 《 数 论 中 尚未 解决 的 问题 》(Unsolved Problems in 
Number Theory) 的 基础 上 增加 新 的 问题 与 结果 ,同时 作 适 当 删 减 
而 写成 的 。 其 中 完全 新 写 的 内 容 有 A18、D2、D5、D9、D25、D26、 
D27,D28, E28, F20,F30 等 。 

本 书 可 作为 数学 工作 者 ,研究 生 、 大 学 生 以 及 数学 爱好 者 阅 
读 与 参考 。 


数论 中 的 问题 与 结果 
Shulurizhong de Wenti yu Jiegou 
WEZ S 
哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 出 版 
新 华 书 店 首都 发 行 所 发 行 
哈尔滨 市 工大 节能 印刷 厂 印 刷 
* 
开本 850x1168 1/32 印张 8 字数 230 FF 
1996 年 6 月 第 1 版 1998 年 4 月 第 2 次 印刷 
印 数 1 501 一 2 500 
ISBN 7-5603-1152-0/O。76 定价 12.00 元 


balla 


前 


数论 是 一 门 古老 的 数学 分 支 。 由 于 它 的 问题 条 明 乱 便 ,因此 它 
比 任何 一 个 其 它 数学 分 支 都 更 吸引 人 们 的 注意 。 许 多 业余 数学 爱 
好 者 都 是 从 这 里 起 步 , 通 过 对 数论 中 的 一 些 问题 的 探讨 ,获得 了 从 
事 数学 研究 的 信心 。 这 一 点 对 初 做 研究 的 人 来 说 是 非常 重要 的 。 

在 许多 数论 问题 的 研究 中 我 国都 处 于 领先 地 位 ,而 且 自 古 以 
来 ,我 们 的 祖先 就 已 从 事 数论 中 某 些 问 题 的 研究 ,取得 了 举世 瞩目 
的 成 果 。 象 闻名 于 世 的 孙子 定理 (又 称 中 国 剩余 定理 ), 它 不 仅 是 初 
等 数论 中 的 一 个 精美 定理 ,而 且 在 计算 机 科学 、 通 信 理 论 等 现代 科 
学 技术 领域 中 也 得 到 了 相当 广泛 的 应 用 。 早 在 商 高 年 代 , 我 们 的 祖 
先 就 知道 < 勾 三 股 四 而 弦 五 ?的 结论 , 即 给 出 了 方程 寻 十 几 一 于 的 
一 组 正 整 数 解 工 一 3,y 一 4,z 一 5。 这 要 比 古 希 腊 三 世纪 的 丢 番 图 
《Diophantus) 研 究 这 类 方程 早 多 了 。 在 我 国 现代 的 数学 家 中 ，, 华 罗 
庚 . 柯 召 、 闵 商 移 等 老 一 辈 数 论 学 家 曾 取得 过 辉煌 成 就 。 其 中 尤 以 
华罗庚 教授 在 解析 数论 上 的 工作 ,是 举世 公认 的 。60 年 代 以 来 ,我 
国 数论 学 家 陈景润 、 王 元 、 澳 承 洞 等 ,在 得 法 与 哥 德 已 赫 (Gold- 
bach) 猜 想 等 问题 上 取得 了 国际 上 领先 的 结果 。 人 受到 他 们 的 鼓 三 ， 
我 国 年 轻 的 数论 工作 者 在 许多 问题 上 也 取得 一 系列 的 新 进展 。 为 
了 使 更 多 的 人 了 解数 论 中 的 问题 与 结果 ,我 在 1987 年 10 月 编译 
7 BEM K. A4R (Richard K. Guy) 著 《数论 中 尚未 解决 的 问题 》 
(Unsolved Problems in Number Theory, Springer-Verlag, New 
York,1981) ,但 由 于 种 种 原因 没有 出 版 。 鉴 于 姜 依 教授 的 书写 得 
非常 好 ,我 认为 值得 向 国内 广大 数学 工作 者 与 教学 爱好 者 推荐 。 现 
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在 ,许多 问题 有 了 新 的 进展 ,而 且 又 有 许多 新 问题 被 提出 来 ,所 以 
丰富 与 发 展 盖 依 教 接 的 书 就 是 件 很 有 意义 的 事 。 本 书 就 是 在 当时 
编译 书稿 的 基础 上 改写 的 ， 在 保留 了 原 书 参考 文献 的 基础 上 ,又 增 
eT Hh Seth RB, 并 且 在 原 书 的 框架 下 ,几乎 对 每 个 问题 均 进 行 了 
重 写 META RK UE IRL, 同时 增加 了 若干 新 的 问题 与 结 
果 , 其 审 有 些 章节 是 党 会 新 增 的 ,比如 A18,D2,D5,D9,D25,D26， 
D27,D28,E28 sgF20,F30 等 等 。 

全 书 共 分 六 章 ， 分 别 为 素数 、 整 除 、 堆 外 数论 、 丢 普 图 方程 、 束 
数 序列 以 及 一 些 其 它 问 题 。 

应 该 指出 ,由 于 本 书 成 稿 大 部 分 在 七 年 前 ,虽然 这 次 改写 尽 了 
例 力 ,但 仍 会 有 挂 一 漏 万 之 处 ,特别 是 在 本 书 即将 出 版 之 际 ,国内 
外 许多 新 的 问题 与 结果 正在 不 断 涌现 , 现 已 没有 精力 增 写 这 部 分 
内 容 , 也 不 可 能 跟 上 这 样 一 种 步伐 。 

我 由 衷 地 感谢 对 本 书 的 出 版 给 予 支持 、 帮助 的 各 界 朋友 。 黑 龙 
江 省 省 长 田凤山 在 任 哈 尔 滨 市 市 长 时 就 给 予 明确 指示 ,尽快 出 版 
此 书 。 哈尔滨 市 科 委 、 轻 工 局 对 本 书 的 出 版 均 给 予 了 支持 与 帮助 。 
当时 在 哈尔滨 工业 大 学 读 研究 生 的 江 卫 民 和 唐 虎 林 二 位 同志 ,在 
本 书 原稿 的 编译 过 程 中 自始至终 给 予 了 极 大 的 帮助 ， 尤其 是 江 卫 

民 同 志 ，, 在 翻译 初稿 和 抄 稿 上 协助 做 了 大 量 的 工作 ， 借 此 机 会 一 并 
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我 们 把 正 整 数 分 成 三 类 : 

单位 数 :1 

索 数 :2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,，37,，… 

合 数 :4,6,8,9,10,，… 
如 果 一 个 大 于 1 的 数 仅 有 的 正 约 数 是 1 和 它 本 身 , 便 称 这 个 数 为 索 
数 ;否则 称 为 合 数 , Euclid 证 明了 素数 个 数 无 限 , 因 此 ,至 少 从 Eu- 
clid 起 ,素数 就 已 经 引起 了 数学 家 的 兴趣 . 

通常 用 b. 表示 第 n 个 素数 ,如 pi = 2, p: = 3, ps 一 523, 用 
mx) 表 不 超过 Z 的 素数 个 数 ,例如 r(2) = 1,r(3.5) 一 2,r(1000) 
一 168.m,n 的 最 大 公约 数 (g.c.d) 用 (m,n) 表示 ,如 果 (m,n) — 1, 
MEK min SX. 

Dirichlet 证 明了 , 当 (a,b) = 1 时 ,算术 级 数 

a,a+b,a + 2b,a + 35,-- 

中 有 无 限 多 个 素数 . Schinzel 和 Sierpinski 曾 写 过 一 篇 综述 素数 问 
题 的 文章 ,其 中 给 出 了 大 量 的 参考 文献 . 

在 本 书 问题 D23 的 表 7 中 给 出 了 小 于 1000 的 素数 表 . 

许多 世纪 以 来 ,一 直 吸 引 着 许多 数论 家 注意 的 问题 是 :怎样 确 
定 一 个 大 数 是 素数 还 是 合 数 ? 如 果 是 合 数 ,那么 它 的 因子 又 是 什么 ? 
随 着 高 速 计算 机 的 出 现 ,这 一 问题 已 取得 了 可 观 的 进展 ,而 密码 分 
析 的 需要 又 更 进一步 促进 了 它 的 发 展 . 

本 书 中 我 们 总 用 c 表示 正常 数 ,用 (xz ) 表 示 不 小 于 z 的 最 小 整 
数 , 而 用 [ z ] 表 示 不 大 于 r 的 最 大 整数 . 
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Al. 二 次 函数 的 素数 值 

形 如 a? 十 1 的 素数 有 无 限 多 吗 ? Hardy 和 Littlewood( 他 们 的 
猜想 EO SEU. 比 x 小 的 这 样 的 素数 个 数 p(n) 渐 近 于 < Vn /In n, 
BI p(n) ~e Vn /in n, REBEL, 4 n oo BY, pln) S / n /In n ffi 
比 秆 趋 于 一 个 常数 c, CIUS 


—1 
(—) L 1G-D/2 
c= IIa -735 = Ma- S iem 


其 中 , (5 Æ Legendre 4:8 0t F5), B. [T Mam Sa 8 t 


? 

用 更 一 般 的 二 次 表达 式 表 示 的 素数 个 数 , 它们 俩 作 了 类 似 的 猜想 ， 
唯一 的 差别 只 是 < 值 不 同 . 但 是 ,我 们 不 知道 一 般 的 次 数 大 于 1 的 整 
值 多 项 式 (一 次 多 项 式 已 证 明 可 取 无 穷 多 个 素数 ) 如 何 ,甚至 对 每 一 
4 b 20 是否 都 有 一 个 形 如 a* 十 5 的 素数 也 没有 解决. 

Iwaniec BER, 存在 无 穷 多 个 n, 使 n? 十 1 至 多 为 两 个 素数 的 
乘积 . 他 的 结果 可 推 到 另外 一 些 不 可 分 解 的 二 次 多 项 式 上 , 

Ulam 和 其 他 人 注意 到 , 当 整 数 序列 按 方 螺 旋 形 式 (参见 图 1) 


421 420 419 418 417 416 415 414 413 412 411 410 409 408 407 406 405 404 403 402 
422 347 346 345 344 343 342 341 340 339 338 337 336 335 334 333 332 331 330 401 
423 348 281 280 279 278 277 276 215 274 273 272 271 210 269 268 267 266 329 400 
424 349 282 223 222 221 220 219 218 217 216 215 214 213 212 211 210 265 328 399 
425 350 283 224 173 172 171 170 169 168 167 166 165 164 163 162 209 264 327 398 
426 351 284 225 174 131 130 129 128 127 126 125 124 123 122 161 208 263 326 397 
427 352 285 226 175 132 97 96 95 94 93 Sy 5 90 121160 207 262 325 396 
428 353 286 227 176 133 98 71 70 69 68 67 Ce 89 120159 206 261 324 395 
429 354 287 228 177 134 99 72 53 52 51 5G 65 88 119 158 205 260 323 394 
430 355 288 229 178 135 100 73 54 43 42 49 64 87 118 157 204 259 322 393 
431 356 289 230 179 136 101 74 55 44 41 48 63 86 117 156 203 258 321 392 
432 357 290 231 180 137 102 75 56 45 46 47 62 85 116 155 201 257 320 391 
433 358 291 232 181138 103 76 57 58 59 60 61 84 115 154 201 256 319 390 
434 359 292 233 182 139 104 77 78 79 80 81 82 83 114 153 200 255 318 389 
435 360 293 234 183 140 105 106 107 108 109 110 111 112 113 152 199 254 317 388 
436 361 294 235 184 141 142 143 144 145 146 147 148 149 150 151 198 253 316 387 
437 362 295 238 185 186 187 188 189 190 191 192 193 194 195 196 197 252 315 386 
438 363 296 237 238 239 240 241 242 243 244 245 246 247 248 249 250 251 314 385 
439 364 297 298 299 300 301 302 303 304 305 306 307 308 309 310 311 312 313 384 
440 365 366 367 368 369 370 371 372 373 374 375 376 277 378 379 380 381 382 383 


1. CE OR ESO 形成 的 对 角 线 型 


写 出 时 ,素数 形成 的 图 形似 乎 是 一 些 对 角 线 ,每 一 对 角 线 对 应 一 个 
特定 的 含 素数 丰富 的 二 次 多 项 式 . 例如 ,图 1 的 主 对 角 线 与 Euler 
的 著名 多 项 式 n —n + 41 相对 应 . Rabinovitch 和 陆 洪 文 发 现 了 更 
一 般 的 事实 ,这 些 事实 由 类 数 1 的 虚 或 实 的 二 次 域 决定 ,例如 Euler 
多 项 式 是 Rabinovitch 的 特例 , 陆 洪 文 的 多 项 式 为 N? 一 nn 一 nn?, 这 
HON > 1 使 得 二 次 域 QCV4NE 十 1) 的 类 数 为 1. 例 如 N = 13 符 
SBR n= 1 2,…，12 时 169 — 2 — n Se € 
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A2. SURAXHRH 
FEIN n1 十 1 的 素数 是 否 有 无限 多 个 ? 当 n 过 230 时 ,使 n! +1 
为 素数 的 值 仅仅 是 1,2,3,11,27,37,41,73,77,116 和 154. 形 如 


k 
"1 一 1 或 x 二] 十 [pi 的 素数 是 否 也 为 无 限 多 个 ? 当 p < 1031 


时 ,xz 为 素数 的 仅 有 的 pi 值 是 2,3,5,7,11,31,379,1019 和 1021. 
设 g 是 大 于 xz 的 最 小 家 数 ,R.F.Fortune 猜想 ,对 于 所 有 的 有 ， 
9 一 这 十 1 是 素数 .显然 , 它 不 能 被 前 个 素数 除 尽 ， Selfridge 注意 
到 ,Fortune 猜想 的 真实 性 依赖 于 Schinzel 的 一 个 猜想 , 即 , Xr 
8. fer Max + (Inzx)’ 间 总 存在 一 个 素数 .目前 已 知 的 9 一 x 十 1 形 
的 数 都 是 素数 ,它们 随 关 二 1,2,3,… 分 别 是 3,5,7,13,23,17,19， 
ode 


23537,61,675615715475107559561,109,89,103,79,° 因此 ， 很 
可 能 Fortune 猜测 的 答案 是 “对 ”. 但 是 , 短 时 期 内 在 计算 机 或 分 析 
工具 力所能及 的 范围 内 ,这 种 的 猜测 的 证 明 仍 似乎 是 不 可 想象 的 ， 

有 和 希望 解决 但 仍然 很 困难 的 是 下 面 的 Erdos 88 Stewart 猜想 : 
1! 十 1 一 2,2! 十 1 一 3,3! 3-12 7,41 3-1 5*,51! -1— 11^ Æ 
n|-l-fpipalHrb»aszn-c« Ps 的 仅 有 的 几 种 情形 吗 ?[ 注 意 , 在 
上 述 五 种 情形 里 , (4a,5) = (1,0),(1,0), (0,1), (2,0) 和 (0,2)] 

Erdos 又 问 ,是否 存在 无 穷 多 个 素数 p, 对 每 一 个 (1 二 Al! 一 
D) 均 有 一 1 是 合 数 ?例如 ,对 pp 二 101 和 p= 211,p 一 &1(l 声 
R<p) 都 是 合 数 . 他 认为 下 面 的 一 个 问题 也 许 更 易于 证 明 : 是 否 有 
无 穷 多 个 整数 4(11 < 过 n 志 (十 1)1), 其 所 有 素 因 子 均 大 于 1, 且 所 有 
n—-ki1l<k<l) 是 合 数 ， 

David Silverman 注意 到 , 当 m = 1,2,3,4 和 8 时 ， FE 
igas 大 一 是 整数 ,他 问 是 否 还 有 其 它 的 mm 使 上 述 乘积 为 整数 


i=] 
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A3. Mersenne 素数 与 Fermat 数 
人 们 对 具有 特定 形式 的 素数 一 直 抱 有 兴趣 , 特别 是 对 与 完全 数 
CH, B1) 相 联系 的 Mersenne 素数 2^ 一 1( 这 里 P 必然 是 素数 ,但 不 
^5. 


是 充分 条 件 ! 例 如 ,20 — 1 = 2047 = 23 X 89), 以 及 Repunit 素数 
(10^ 一 1)/9. 

EBI Ti HORE GER EEUU EE JH -E 38 D LZ DOR , Lu- 
cas — Lehmer 试验 不 断 地 增加 着 ,得 到 这 样 一 个 素数 表 ( 对 素数 表 
中 的 每 一 个 p,2* — 1 也 是 素数 );2,3,5,7.13,17,19,31,61,89， 
107,127,521,607,1279,2203,2281,3217,4253,4423,9689,9941, 
11213,19937,21701,23209,44497,86213,132049,216091,--. 无 
疑 地 ,他 们 的 个 数 将 会 是 无 穷 多 . 但 是 ,要 证 明 它 却 毫 无 希望 . 假定 
M(x) ERR p sx 48 2^ 一 1 为 素数 的 个 数 . 对 人 (zr) 的 大 小 ,我 们 
希望 找到 一 个 令 人 信服 的 直观 推断 . Gillies 认为 M(x) ~ cln x. 
但 有 些 人 不 相信 它 . 

D. H. Lehmer # S, = 4,8,,, = S? ~ 2,48 2^ 一 1 是 一 个 
Mersenne 素数 ,注意 到 5 二 227? 或 一 22152(mod 2? — 1), 
ABIE: Sp- = 20* P" (mod oP — 1) Wi Sp 三 一 294D2 (mod 2^— 
1)? 

Selfridge Jf ill, SUR n R&JE fn 2* + 1 或 2* 土 3 的 素数 ,那么 ， 
2° 一 1 和 (2" + 10/3 WE ERR RUBG BAAR. 此 外 ,如 果 2" 
一 1 和 (2 十 1)/3 PERM BRA n EROS 2^ 士 1 或 2 士 3 的 形式 
之 一 . 一 个 新 的 Mersenne 猜想 是 ,如 果 下 面 三 条 中 两 条 是 正确 的 ， 
那么 第 三 条 也 正确 : (a)n —2' E139 = 4 +3;(b)2"-1 是 素数 ; 
(c) + 0/3 是 素数 . 这 个 新 猜想 对 于 n < 10 是 正确 的 (参见 
[4]). Mullin 推广 了 这 个 猜想 . 设 P,Q 是 两 个 互 素 的 非 零 整 数 ,P? 
一 4Q 去 0, 再 设 a,b 是 方程 x? 一 Pz 十 QQ 二 0 的 两 个 根 ,定义 u. = 
(a^ —6")/(a —b) (n> 0), 0, = (a +0") / Ca +6) Gi BF), M Mullin 
提出 的 更 一 般 猜 想 是 ,如 果 下 面 三 条 中 两 条 是 正确 的 ,那么 第 三 条 
也 是 正确 的 ; (a)n = 2^ 13k 4* + 3; Cou, 是 一 个 素数 ;(c)v, 是 一 
个 素数 ， . 

如 果 是 素数 ,那么 2? 一 1 总 是 无 平方 因子 吗 ? 这 似乎 又 是 一 
个 不 可 回答 的 问题 . 回答 “不 ”是 安全 的 . 如 果 你 运气 的 话 ,这 个 问题 
6e 


也 许 能 由 计算 机 解 出 ,正如 D. H. Lehmer 在 谈 到 各 种 分 解 方法 时 
所 说 的 :“ 机 遇 恰 在 角落 周转 徘徊. "Selfridge 正确 地 以 一 个 问题 表 
述 上 面 那 个 问题 计算 上 的 困难 性 :“ 试 找到 50 或 更 多 个 象 1093 和 
3511 WRZ AMARA p BWA Eo 3X10? 小 且 它 们 平方 能 除 
RR 2? — 2 的 素数 ). 

与 (10? 一 1)/9 是 素数 对 应 的 之 值 已 知 的 有 2,19,23,317, 
1031， 最 后 两 个 是 Hugh Williams 最 近 发 现 的 .大 于 1 的 Repunit 
数 决 不 可 能 是 平方 数 和 立方 数 , 这 可 由 Ljunggren TERATE 


三 二 二 一 y 的 结果 立即 推出 . 但 是 ,我 们 不 知道 什么 时 候 它们 是 天 
平方 因子 数 . 


Fermat 数 F, = 2" -- 1 也 一 直 是 人 们 感 兴趣 的 , 对 于 On 
4,, 均 是 素数 ,对 于 5 Sn 19 MASE AH n, Fa HAM. Hardy 
Al Wright 给 出 了 一 个 直观 的 推断 ;Fermat 数 中 仅 有 有 限 个 是 素 
数 , Selfridge 更 支持 如 下 猜想 ;所 有 其 他 的 Fermat 数 全 为 合 数 . 王 
元 (1979) 指 出 ; Fu 是 目前 未 知 其 任何 素 因子 的 最 大 复合 数 . 

由 于 形 如 42" 十 1 的 数 极 有 可 能 成 为 Fermat 数 的 因子 ,因此 ， 
它们 也 受到 了 特别 的 注意 ,至 少 对 & 较 小 时 是 如 此 . 例如 ,Hugh 
Williams 发 现 , 如 果 &=5, 那 么 2 一 3313,4678 和 5947 Ht A 27 + 
1 是 素数 , 且 第 一 个 能 除 尽 Fuss. 另外 ,Richard Brent 已 证 明 , p = 
1238926361552897 除 尽 F; (参见 B19). 

我 们 不 大 可 能 确切 知道 Fibonacci 序列 ， 
1,1,2,3,5,8.13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597 ,--- 
CRP u = uU; = ut = Un, + Uni) (n E 2) 是 否 包含 有 无 穷 多 个 
HHL. 类 似 地 ,对 于 相关 的 Lucas 序列 ;1,3,4,7,11,18,29,47,76， 
123,199,322,521,843,1364,… 和 其 他 更 多 的 由 二 次 递 推 关系 式 
定义 的 Lucas 一 Lehmer 序列 (Cursu) = 1), 情况 是 否 也 是 如 此 
呢 ? 但 是 ,Graham 已 证 明 ,Lucas 一 Lehmer 序列 当 ， 

u, = 1786 772701 928802 632268 715130 455793 


u, = 1059 683225 053915 111058 165141 686995 
时 , 它 不 含有 任何 素数 . 
Raphael Robinson 考察 了 Lucas 序列 wo = 0,u, = 1,u,44 = 
Zu, 十 un 之 1), 并 且 定 义 了 本 原 部 分 LXX HILL, 满足 
u, = [| L,, 


d|n 


他 注意 到 Ly = 13°, Lo = 31, Ak fib la] e v FE YE n > 30 使 也 是 
一 个 平方 数 . 


[1 ]George E. Andrews ,Some formulae for the Fibonacci sequence with gen- 
eralizations , Fibonacci Quart. , 7(1969),113-130; MR 39 # 4088. 

[2 ]R. C. Archibald, Scripta Math. , 3(1935),117. 

[3] Robert Baillie, New primes of the form $ « 2" + LMath.Comp., 33 
(1979),1333-1336; MR 80h;10009. 

[4]P. T. Bateman,J.L. Selfridge and S. S, Wagstaff,Jr. , The new Mersenne 
conjecture, Amer. Math, Monthly, 96(1989) ,2.125— 128. 

[5 ]Richard P. Brent, Factorization of the eighth Fermat number, Abstracts 
Amer. Math. Soc. , 119802,565. 

[ 6]Richard P. Brent and J. M. Pollard, Factorization of the eighth Fermat 
number, Math. Comp. , 36(1981). 

{7 ]John Brillhart, D. H. Lehmer and J. L. Selfridge. New primality criteria 
and factorzations of 2” + 1, Math. Comp. , 29(1975),620-627, MR 521t 
5546. . 

[8]J. Brillhart ,J. Tonascia and P. Weinberger,On the Fermat quotient ,in A. 
O. L. Atkin and B. J. Birch (eds. ) Com puters in Number Theory, Aca- 
demic Press ,London, 1971 spp. 213-222. 

[9] £ X (Z. Cao), On the diophantine equation az? + by? = p*,J. Harbin 
Inst. Tech. , 26(1991),6:108— 111; MR 94a;11041. 

[10]Martin Gardner , Mathematical games; The strong law of small number- 
S, Sci. Amer. , 2431 6 (Dec. 19802,18-28. 

[11 ]Donald B. Gillies, Three new Mersenne primes and a statistical theory, 

Math. Comp. , 18(1964) ,93-97. 


“Be 


[12]Gary B. Gostin, A factor of Fy, Math. Comp. , 35(1980) 975-976. 

[13]R. L. Graham, A. Fibonacci-like sequence of composite numbers, Math. 
Mag. , 3701964), 322-324. 

[14]John C. Hallyburton and John Brillhart, Two new factors of Fermat 
numbers, Math. Comp. ,29(1975),109-112; MR 51 tt 5460. Corrigen- 
dum 30(1976),198; MR 521113599. 

(15]M. Kraitchik, Sphinz ,1931,31. 

[16]D. H. Lehmer, S phinz, 1931,32,164. 

[17 ]E. Lucas, Théorie des fonctions numériques simplements périodiques, 
Amer, J. Math. , 1(1878) 4184-240, 289-321(esp. p. 316). 

[18 1G. Matthew and H.C. Williams ,Some new primes of the form & - 27^ +1, 
Math, Comp. , 31(1977) ,797-798; MR 55 tt 12605. 

(19 ]Michael A. Morrison and John Brillhart, A method of factoring and the 
factorization of F;, Math. Comp. , 29(1975) 183-205. 

[20 JAlbert A. Mullin, Letter to the editor; "The new Mersenne conjecture" 
L Amer. Math. Monthly 96(1989),no. 2,125 — 128; MR 90c: 11009] by 
P. T. Bateman, J. L. Selfridge and S. S, Wagstaff, Jr. , Amer. Math. 
Monthly, 96(1989),6:511. 

[21j]Curt Noll and Laura Nickel » The 25th and 26th Mersenne primes , 
Math, Comp. , 35(1980),1387-1390. 

[22] Rudolf Ondrejka, Primes with 100 or more digits, J. Recreational 
Math. , 2 (1969), 42-44; Addenda, 3 (1970), 161-162; More on large 
primes, 11(1979) 112-113; MR 80g:10012. 

[23]R. E. Powers, Amer. Math. Monthly, 18(1911),195-197; Proc. London ` 
Math. Soc. (2)13(1919) ,39. 

[24]Raphael M. Robinson,A report on primes of the form & + 2" +- 1and on 
factors of Fermat numbers, Proc. Amer, Math. Soc. , 9(1958),673-681; 
MR 201t 3097. 

[25]D. E. Shippee, Four new factors of Fermat numbers, Math. Comp. , 32 
(1978) ,941. 

[26 ] David Slowinski, Searching for the 27th Mersenne prime, 

J. Recreational Math. , 11(1978-79) 258-261; MR 80g; 10013. 


Qe 


[27]C. L. Stewart, The greatest prime factor of A" 一 B",Acta Arith. , 26 
(1975) ,427-433. 
[28]C. L. Stewart, Divisor properties of arithmetical sequences , PhD. thesis, 
Cambridge , 1976. 
[29]Bryant Tuckerman, The 24th Mersenne prime, Proc. Nat. Acad. Sci. 
U.S. A. , 68(1971),2319-2320. 
[30]D. D. Wall, Fibonacci series modulo m, Amer. Math. Monthly, 67(1960), 
525-532; MR 22 1t 10945. 
C31 ]XE 36 Y. Wang),《 数 论 导 引 ) 附 录 , 科 学 出 版 社 ,1979. 
[32]H. C. Williams, Some primes with interesting digit patterns, Math. 
Com p. , 32(1978),1306-1310; MR 58 # 484; Zbl . 388. 10007. 
(33H. C. Williams and E. Seah ,Some primes of the form (a" — 1)/(a — 1), 
Math. Comp. , 3301979), 1337-1342; MR 80g:10014. 
[34]Samuel Yates, The mystique of repunits, Math. Mag. , 51 (1978), 
22-28; MR 80f,10008. 


A4. 同 余 类 中 的 素数 

如 果 正 整数 5b 整除 a 一 c, 那 么 我 们 说 ,a 与 c 对 模 5 同 余 , 且 记 
TE a = c (mod b ). S. Chowla 猜想 ,如 果 (a,b) = 1, 那么 存在 无 穷 
E IRB RB Pas Patis TE Ps = Papi =a (mod ^»). M Littlewood = 
理 可 知 有 6 == 4,a = 1 的 情形 成 立 , 且 此 时 相 邻 素数 出 现 的 范围 已 
经 给 出 .而 当 = 4,a = 3 时 ， Knapowski #] Turán 也 给 出 相 邻 素 
数 出 现 的 范围 . Turán 注意 到 ,寻找 相 邻 素数 二 1(mod4) 的 长 序列 
将 是 有 益 的 (比如 ,与 Riemann 假设 联系 起 来 看 ). Den Haan 找到 
了 9 个 这 样 的 相 邻 素数 ,11593, 11597, 11617, 11621, 11633, 
11657,11677,11681,11689. 下 面 一 个 更 长 的 序列 有 11 个 素数 ， 

766261,766273,766277,766301.766313,766321,766333, 

766357,766361,766369,766373. 
Turán 特别 地 对 素数 属性 感 兴趣 . VE x(n 3a 0) Je ERU p <n, p =a 
(mod b) 的 个 数 ,那么 对 于 (a,6) — 1 的 每 一 对 a,5, 存 在 无 穷 多 个 

. 10 . 


fü , Erna, b) 29 t n;a, b) Xt T 4 — a, Fal mod b) Mj ji sr n3? 
Knapowski 和 Turán 解决 了 一 些 特殊 的 情形 ,但 是 ,对 于 一 般 情 
JE ,该 问题 仍 有 待人 们 去 解决 ， 

对 于 01,;a,02, 1950 年 ,Linnik 证 明了 存在 c, 如 果 ? 王 5, 那 
4 n(n;a,b) > 0. 这 里 的 c 称 为 Linnik 常数 . 现在 的 问题 是 :c 能 取 
多 大 ?显然 c 取得 越 小 越 好 . 1959 年 , 潘 承 洞 首次 定 出 c 委 5448， 
1977 年 Jutila EBH T c < 60, 后 又 改进 为 c 和 过 36. 陈景润 证 明了 ec 魏 
17, 后 又 改进 为 < 和 15, 这 是 目前 最 好 的 结果 (参见 [11 了 ). 

nna b) Ej ff 3 n 表 为 两 奇 素数 和 的 表 法 个 数 密切 相关 (参见 
Cl). 

Chebyshev 注意 到 7(n31,3) —7(1,2,3) A r(n3 1,4) «n (n; 
3,4) XE n RRR AN HOLA IR Sr. Leech ,Shanks 和 Wrench 分 别 独 立地 发 
Bin = 26861 it, A m5 1,4) > 2(n;33,4). Bays # Hudson 发 现 ， 
第 一 个 不 等 式 对 于 两 个 集合 中 的 数 不 等 号 也 相反 ,这 两 个 集合 中 的 
每 一 个 都 含有 1. 5 X 10 多 个 整数 , 且 每 个 整数 在 nn 二 
608981813029 5 n = 610968213796 之 间 . 
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A5. 素数 算术 级 数 

仅 由 素数 组 成 的 算术 级 数 能 有 多 长 ? 它们 中 最 小 素数 有 多 大 ? 
表 1 列 出 了 含有 ?7 个 素数 的 级 数 a,a 十 da 十 (n 一 1)q, 它 们 是 
由 V. A. Golubev, E. Karst, S. C. Root, W. N. Seredinskii 和 S. 
Weintraub 发 现 的 . 当然 ,此 时 公差 必定 使 得 每 个 不 超过 ?的 素数 成 
为 其 因子 (除非 n = a). 人 们 猜测 n 可 能 为 任意 大 . 如 果 能 改进 
Szemerédi 定理 ( 见 E7) ,那么 这 个 猜想 就 能 成 立 . 

对 于 更 一 般 的 情形 ,Erd6s 猜测 ,如 果 {a,} 为 任意 的 整数 无 穷 


FIED a, 是 发 散 的 ,那么 ,该 序列 包含 任意 长 的 算术 级 数 . 
Erdos 为 这 一 猜想 的 证 明 或 找到 反例 提供 3000 美元 的 奖金， 

Pomerance 把 点 (nn,p,) 画 出 来 得 到 素数 图 ,并 且 证 明 对 于 每 
一 个 ,都 能 找到 个 素数 在 一 条 直线 上 . 

Grosswald 已 证 明 , 在 下 面 的 意义 下 ,存在 一 个 长 的 算术 级 数 
全 由 “ 准 素数 ?组 成 , 即 存在 无 穷 多 个 上 项 的 算术 级 数 ,每 一 项 至 多 
是 -个 素数 的 乘积 . 其 中 > <[ Aln& +0. 892k +1]. 
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#1. 长 的 索 数 算术 级 数 


n d a a+ Gi — Dd 发 现时 间 
12 11550 . 166601 293651 K, 1967 
12 13860 110437 262897 K,1967 
12 13860 152947 305407 K,1967 
12 30030 23143 353473 G,1958 
12 30030 1498141 1829471 K,1968 
12 30030 188677831 189008161 R,1969 
12 30030 805344823 805675153 R,1969 
12 90090 409027 1400017 $,1966 
12 90090 802951 1793941 K,1969 
12 90090 862397 1853387 K,1969 
13 60060 4943 725663 

13 510510 766439 6892559 $,1965 
14 2462460 46883579 78895559 

16 9699690 53297929 198793279 

16 223092870 2236133941 5582526991 R,1969 
17 87297210 3430751869 4827507229 W,1977 


M Q,k) = 1 时 ,算术 级 数 kn + iln = 1,2,") 中 最 小 素数 
Pk, D 应 有 多 大 ? 潘 承 洞 首先 指出 ,存在 可 以 计算 的 绝对 常数 “ 使 
Pk, D = OGO ,陈景润 证 明了 < < 168. 
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A6. 算术 级 数 中 的 连续 素数 

甚至 一 直 有 人 和 猜测 ,存在 任意 长 的 连续 的 素数 算术 级 数 ,例如 
251,257,263,269 和 1741,1747,1753,1759. Jones 等 人 发 现 了 含 
有 5 个 连续 素数 的 序列 108 十 24493 十 30&(0 <k 4) ,不 久 以 后 ， 
Lander 和 Parkin 找到 了 有 6 个 连续 素数 的 序列 :121174811 十 
30k(0 Vk SS). HHT EBA T 9843019 十 30£C0 SAADEH 
5 个 连续 素数 的 级 数 中 的 最 小 级 数 , 且 在 小 于 3X108 时 还 有 另外 25 
个 这 样 的 级 数 ,但 没有 其 他 长 度 为 6 的 这 样 的 级 数 . 

现在 ,人 们 仍 不 清楚 在 算术 级 数 中 具有 三 个 连续 素数 的 集合 
是 否 有 无 限 多 个 ?但 S. Chowla 在 不 限制 为 连续 素数 时 证 明了 这 
个 问题 的 回答 是 肯定 的 . 
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[3]M. F. Jones, M. Lal and W. J. Blundon Statistics on certain large primes, 
Math, Com p. , 21(1967),103-107; MR 36 # 3707. 

[4]L. J. Lander and T. R. Parkin, Consecutive primes in arithmetic progres- 


sion, Math, Comp. , 21(1967) ,489. 


A7. Cunningham 链 
证 明 p 是 素数 的 一 个 普通 方法 涉及 到 p —104 8, p — 1 
= 29, 其 中 g 是 另 一 个 素数 ,那么 ,这 个 问题 的 规模 便 减 少 了 172， 
因此 ,观察 一 下 素数 的 Cunningham 链 是 非常 有 趣 的 :该 链 后 一 项 
是 紧邻 的 前 项 的 2 倍加 1. D. H. Lehmer 发 现 仅 有 三 条 这 样 的 链 ,各 
。15 。 


有 7 个 素数 . 链 中 最 小 的 数 二 10’; 

1122659, 2245319, 4490639, 8981279, 17962559, 35925119, 
71850239; 

2164229, 4328459, 8656919, 17313839, 34627679, 69255359, 
138510719; 

2329469, 4658939, 9317879, 18635759, 37271519, 74543039, 
149086079. 
他 还 找到 起 始 数 为 10257809 和 10309889 的 另外 二 条 链 . p 十 1 的 
分 解 也 能 被 用 来 证 明 p 是 素数 .Lehmer ÆF p+ 1 — 29 找到 7 条 
长 度 为 7 的 链 . 头 三 条 链 的 起 始 值 分 别 为 16651,67651 和 165901. 已 
知 不 存在 长 度 为 8 的 链 . Lehmer 估计 ,在 6 或 7 百 万 次 试 算 中 ,大 概 
可 能 有 一 次 能 找到 一 条 起 始 数 在 10 附 近 的 链 . i 


[1]D. H. Lehmer , Tests for primality by the converse of Fermat’s theorem, 
Bull, Amer. Math. Soc. , 3301927) ,327-340. . 

[2]D. H. Lehmer, On certain chains of primes, Proc. London Math. Soc. ， 
14A (Littlewood 80 volume ,1965), 183-186. 


A8. 相 邻 素数 之 姜 

有 许多 问题 都 与 相 邻 素数 的 区 间 有 关 ，, 记 必 = pr 一 b. A 
KA d, = 1, HEU fi d, BEAR. BA d, (iE Z X 13f B. d, 
是 多 少 ? Rankin 已 证 明 ， 


d, > en ninin a in In In in 5 


Cin In In 2)? 
MAA Bh n 成立, Erdos 为 常数 c 可取 任意 大 的 证 明 或 找到 的 
反例 提供 10,000 美 元 的 奖金 .Rankin 的 最 好 结果 是 c 二 ,其 中 7 
为 Euler 常数 ， 

最 著名 的 一 个 狂想 是 挛 生 素数 猜想 , 即 d, = 2 有 无 穷 多 个 ， 
BREUI (1973) uEULT AB TM p, 使 p + 2 为 不 超过 2 个 
素数 之 积 . Hardy 和 Littlewood 的 猜想 如 是 ,小 于 nn 且 差 为 偶数 
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的 素数 对 的 个 数 pi(n) H: 


2cn p—i 
pln) ~ (In sy Il P — 2* 


其 中 ,乘积 取 遍 & 的 所 有 奇 素 因子 (因此 ,& 王 2 时 ,乘积 取 1), 且 < 
-[[a-1i«e-2D5,][ 取 遍 所 有 奇 束 数 .因而 2c ~ 1. 32032. 
Lehmer 和 Riesel Zh sp Ji, RMT X 354b X9 x 271-1. 最 近 ， 
Crandall 和 Penk X. £M 1 73 64,136,154, 203 1303 4% Ay Æ Æ £ 
数 . Williams #8 2156 x 5°?+1, Baillie 22 8/297 x 2/5 3-1. Atkin 和 
Rickert X 4€ Bl 2E Æ 3t HW Nt 694513810 2 + 1.5 1159142985 X 
27" -- 1. Parady 和 Smith 找到 了 已 知 的 最 大 三 对 新 挛 生 素数 ， 
663777 X 2? 1,571305 x 27"! 十 1 和 1706595X 21195 4-1, 
Bombieri 和 Davenport 已 经 证 明 ， 


d. <? E 0. 46650 


lim i 
noo iN Pn 


(无 疑 ,真正 的 答案 为 零 , 当然 ,如 果 李 生 素 数 猜想 的 真实 性 得 到 确 
认 则 将 推导 出 这 一 点 ). Huxley 已 证 明 , d, < p, +. 并 且 Heath- 
Brown 和 Iwaniec 最 近 已 把 上 述 结 果 改 进 为 d, < p 
Cramer 用 Riemann 假设 证 明了 ， Dd,? < cx (In x)‘. Erdos 猜 


测 , 上 述 不 等 式 右边 应 为 cen zy). 但 是 ,他 同时 认为 ,没有 希望 
证 明 这 一 点 . Riemann MBAS d, < p.n. 

Shanks 已 给 出 了 一 个 直观 的 推 源 支 持 下 述 猜 想 : 如 果 pe) 
是 跟 在 g 或 更 多 个 合 数 形成 的 区 间 后 的 第 一 个 察 数 ,那么 In Bn) 
^ Vg. Lehmer 把 所 有 小 于 37X10s 的 素数 制 成 一 个 表 , 从 下 页 
表 2 中 知 , 在 素数 20831323 和 20831533 之 间 有 209 个 合 数 , 即 g = 
209. Lander 和 Parkin 继续 这 一 工作 ,找到 g < 314. Brent 继续 
到 g « 534. 表 2 中 ,对 应 于 g = 381 8651 30M pas. EE pe). 
Weintraub 已 经 找到 1.1X10* 附 近 的 区 间 值 g = 653. 

陈 景 渔 (1979) 已 证 明 , 对 于 充分 大 的 x 和 任意 的 a 之 0.477， 
在 区 间 [z,z 十 zo] 内 必 存 在 一 个 数 , 它 至 多 是 两 个 素数 的 积 . 有 一 
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3 2. AF ADR al ko ia A 


[4 Pn pa+1 发 现 者 
209 20831323 20831533 Lehmer 
219 47326693 47326913 Parkin 
221 122164747 122164969 Lander & Parkin 
233 189695659 189695893 Lander & Parkin 
281 436273009 436273291 Lander & Parkin 
291 1453168141 145318433 Lander & Parkin 


381 10726904659 10728905041 Lander & Parkin 
463 42652618343 42652618807 Breni 
533 614487453523 614487454057 Brent 
601 1968188556461 1968188557063 Brent 
651 2614941710599 2614941711251 Brent 


个 著名 的 猜想 没有 解决 :在 xn? 与 (x 十 Y 之 间 一 定 存 在 素数 . 显 
AR MUM Elec 十 rN a 之 0.5) 内 存在 素数 , 则 上 述 猜 想 被 证 
明 . 现在 只 能 证 明 当 «> 0.55 时 ,对 充分 大 的 xy [zz 十 x] 中 存 
在 素数 . 
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A9. 类 型 中 素数 个 数 

比 挛 生 素数 猜想 更 一 般 的 狂想 是 这 桩 的 ;假如 不 用 同 余 关 系 
来 消除 它们 ,那么 任何 给 定 类 型 的 素数 集合 都 有 无 穷 多 个 , 例如 有 
无 穷 多 个 三 个 一 组 的 素数 集合 (64 — 1,65 4- 1,65 +5} 和 {16& 十 
1,58 十 5,6k + 7) 似乎 是 正确 的 , 它 的 证 明 要 比 挛 生 素数 猜想 困 
难 , 但 它 的 似是而非 却 具 有 很 大 的 吸引 力 ,而 且 Hensley 和 
Richards 已 经 证 明 , 下 面 的 猜想 不 能 和 它 相 容 , 即 对 于 所 有 的 整数 
T,y >22, 

“ala + y) xmG) + aly)” 
这 里 ,我 们 之 所 以 放 了 引号 ,是 因为 它 极 有 可 能 是 错 的 . 实际 上 ,有 
. 20 P 


希望 找到 与 它 相 矛盾 的 x.» 值 . 但 是 ,还 有 一 个 替代 猜想 : 
a(x + y) Salar) + 21(y/2). 

此 时 Hensley —Richards 的 方法 无 法 对 它 进 行 评 论 了 . 

H. F. Smith 注意 到 ,在 素数 序列 11,13,17,19,23,29,31,37 
中 ,后 一 项 与 前 项 的 差 序列 为 2,4,2,4,6,2,6. 至少 有 三 个 素数 序 
列 是 这 样 的 差 序列 ,其 起 始 数 分 别 为 15760091, 25658841 和 
93625991. 但 在 这 三 种 情形 里 ,与 41 对 应 的 项 都 不 是 素数 . Yn = 
88830 和 855750 Hj ,n — 11,n 一 13,*,n 一 41 都 为 素数 ,但 一 
43 不 是 素数 ,John Leech 注意 到 ,找到 33 个 比 11 大 的 连续 整数 ,其 
中 包含 有 10 个 素数 这 一 问题 仍 未 解决 . 更 一 般 地 ,找到 个 数 的 集 
合 , 在 此 集合 中 , 同 余 条 件 不 影响 它 至 少 含有 x(n) PRA. 


[1]Paul Erdos and Ian Richards, Density functions for prime and elatively 
prime numbers, Monatsh. Math. , 83(1977) ,99-112;Zbl. 355. 10034. 
[2]Douglas Hensley and Ian Richards,On the incompatibility of two conjec- 
tures concerning primes, Proc. Symp. Pure Math. Amer. Math. Soc. , 24 

(Analytic Number Theory ,St. Louis ,1972), 123-127. 

[3]lan Richards ,On the incompatibility of two conjectures concerning prime- 
5,8 discussion of the use of computers in attacking a theoretical problem, 
Bull. Amer. Math. Soc. , 80(1974) 419-438. 

[4]Herschel F. Smith ,On a generalization of the prime pair problem, Math. 
Tables Aids Com put. , 11(1957),249-254. 


A10. Gilbreath 狂想 

TR di = dd," = |do — d, 来 定义 d^ AER 
2). N. L. Gilbreath $8 48 , X] FATH &,d* = 1. Killgrove 和 Ral- 
ston BEB T k< 63419 ( 即 素数 <792722) 时 猜想 成 立 . 

人 们 认为 ,关于 这 个 专题 已 弄 得 过 分 神秘 了 ,其 实 , 它 与 素数 
本 身 没 有 什么 关系 .但 是 ,对 任何 由 2 和 奇数 组 成 的 序列 猜想 是 正 
确 的 . 这 些 奇 数 以 “有 理 ” 速 率 增加 ,并 且 具 有 “有 理 ” 大 小 的 区 间 . 
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12345 6 7 8 9 101112131415 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
2 3 5 7 111317 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 
1224242462684224166264262416 
10222222442232204422422 
1200000202000224020220 
120000272220022422202 
1200020002020232300232 
12002200222220202 0 
1202026200002 2222 
1222222200020000 
10060600020022000 


图 2, RUE PR E CHR EE 


[1JR. B. Killgrove and K. E. Ralston, On a conjecture concerning the primes, 
‘Math. Tables Aids Comput. , 13(1959),121-122; MR 21# 4943. 


A11. TH $8 39: 35 89 38 TERRE] 

因为 素数 占 的 比例 逐渐 减少 ,因此 虽然 不 一 定 每 一 次 必 有 dn 
« dm+i， 但 它 却 出 现 无 穷 多 次 . Erdos 和 Turan 已 经 证 明 , d, > 
dayi 也 是 如 此 . 他 们 还 证 明了 使 4d > dou. UL RU RAE FR 
率 , 但 是 ,现在 仍 不 知道 是 否 存在 无 穷 多 个 由 三 个 递增 或 递减 的 相 
PH d, 组 成 的 集合 . 如 没有 ,那么 ,存在 no 使 得 对 每 一 个 i 和 n> 
?0 我 们 都 有 dit. > d, enisi FI d, osa < dst+zitz 3? Erdos 为 证 明 
HE AY no 不 存在 提供 了 100 美元 的 奖金 . 


[1]P. Erdos, On the difference of consecutive primes, Bull. Amer, Math. 
Soc. , 54(1948),885-889; MR 10,235. 

[2]P. Erdos and P. Turan, On some new questions on the distribution of 
prime numbers, Bull, Amer. Math. Soc. , 54(1948) »371-378; MR 9,498. 
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A12. 几 种 伪 素 数 

Pomerance, Selfridge 和 Wagstaff 称 满足 a") = 1(mod n) 的 
BAR n 为 以 a 为 基 的 伪 素 数 ( 记 为 psp GOD Jut dit fe T KEX 
献 中 出 现 的 不 适用 的 “复合 伪 素 数 ” 概 念 . 如 果 对 每 一 与 BRB 
a, BAR n 都 是 psp la), 那么 称 n 2j Carmichael 数 .又 如 果 对 于 


ERRAR n Alan) = 1.HaU = E | (mod 2) KARE 


为 以 a hE AY Re BL D BE GEL epsp(a)), HHP 全 | 是 雅 可 比特 
号 ( 见 F5). RIS URS AMO 满足 19 24 BH al = 
1C mod n) (否则 ,对 某 些 r,a^" 二 一 1( moda), Hh o<r<s), 
则 称 它 为 以 a 为 基 的 强 伪 素数 ( 记 为 spsp(a)). 这些 定 义 全 可 由 
Venn 图 来 说 明 (图 3). 图 3 还 给 出 了 每 一 集合 中 的 最 小 元 


图 3. 伪 索 数 集合 的 关系 及 每 一 个 集合 中 的 最 小 元 素 


TRR Pi), El), Sa) 和 CGO 分 别 表 小 于 z 的 
Psp(2),epsp(2),spsp(2) 和 Carmichael 数 的 个 数 ,其 数值 是 由 
Pomerance, Selfridge 和 Wagstaff 共同 给 出 的 ; 

x 10? 10* 105 408 107 10 10° 10° 2.5 x 10” 
P.) 3 22 78 245 750 2057 5597 14884 21853 
E.x) 1 12 36 114 375 1071 2939 7706 11347 

Sz) 0 5 16 46 162 488 1282 3291 4842 
C(x) 1 7 16 43 105 255 646 1547 2163 
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Lehmer 和 Erdos 证 明了 
elnz<P(z)<zexp( 一 cnzlnlnz)22)， 
而 最 近 ,Pomerance 把 界 改进 到 ; 
exp((In z)504) < P,(x) < x exp{(— In x In In In 22/2 In In x}. 
并 且 他 猜测 ,真实 的 估计 应 是 : 
exp{ (ln z)504 < P,Qc) < x exp(C— In x In In In z)/In In x}. 
侦 psp C2 也 是 存在 的 . 例如 ,Lehmer 找到 一 个 ,161038 一 2X 
73X1103 ,而 Beeger 证 明了 有 无 穷 多 个 . 如 果 F, 是 Fermat 数 27 
+ 1,080 EL loa, <n, «cen < 2%, W Cipolla 证 明了 
FF, En Æ psp). 
如 果 P, FEB nT psp(a), Szymiczek 证 明了 SUP. 是 


HX SX B9. 而 Makowski 证 明了 S MnP, 是 发 散 的 . Rotkiewicz 
3j T XT DUX 584 [BL 204 XA 4B. 


L1JN. G. W. H. Beeger, On even numbers m dividing 2" — 2, Amer. Math. 
Monthly, 58(1951),553-555; MR 13,320. 

[2]R. D. Carmichael, On composite numbers P which satisfy the Fermat con- 
gruence a = ] mod P, Amer. Math. Monthly, 19(1912),22-27. 

[3]M. Cipolla, Sui numeri composti P che verificiano la congruenza di Ferma- 
t, a?! zx] (mod P), Annali di Matematica ,9(1904) 139-160. 

[4]P. Erdós ,On the converse of Fermat’s theorem, Amer. Math. Monthly , 
$6(1949),623-624; MR 11,331. 

[5]P. Erdos ,On almost primes. Amer. Math. Monthly ,57 (1950), 404-407; 
MR 12,80. 

{6]D. H. Lehmer, On the converse of Fermat’ s theorem, Amer. Math. 
Monthly, 43(1936),347-354,11,56(1949) ;300-309; MR 10,681. 

[7 JAndrzej Makowski,On a problem of Rotkiewicz on pseudoprime number- 
s, Elem. Math. , 29(1974),13. 

[8]A. Makowski and A. Rotkiewicz, On pseudoprime numbers of special for- 
m, Colloq. Math. , 20(1969) »269-271; MR 39# 5458. 
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[9]Carl Pomerance; John L. Selfridge,and Samuel S. Wagstaff, The pseudo- 
primes to 25*10*, Math. Comp. ,35(1980), 1003-1026. 

[10]A. Rotkiewicz, Pseudoprime Numbers and their Generalizations, Stu- 
dent Association of the Faculty of Sciences, Univ. of Novi Sad, 1972; 
MR 48 # 8373; Zbl , 324. 10007. 

[11]A. Rotkiewicz, Sur les diviseurs composés des nombres a" — b", Bull. 
Soc. Roy, Sci . Liége,32(1963) 191-195; MR 26# 3645. 

[12]A. Rotkiewiez, Sur les nombres pseudopremiers de la forme az + 6, 
Com ptes Rendus Acad. Sci. Paris, 257(1963),2601-2604, MR 29#61. l 

[13]A. Rotkiewicz,Sur les formules donnant des nombres pseudopremiers , 
Colloq. Math. , 12(1964),69-72; MR 291t 3416. 

[14]1A. Rotkiewicz, Sur les nombres pseudopremiers de la forme nk + 1, 
Elem. Math. , 21(1966),32-33, MR 331112. 

[15]K. Szymiczek ,On prime numbers p,q and r such that pq,pr and qr are 
pseudoprimes , Colloq. Math. , 13(1964-65) :259-263; MR 31 #4757. 

[16]K. Szymiczek ,On pseudoprime numbers which are products of distinct 


primes, Amer. Math. Monthly, 74(1967) , 35-37; MR 34 #5764. 


A13. Carmichael 数 
Carmichael &(R Al12) 必 定 是 无 平方 因子 数 且 至 少 含 有 三 个 
素 因 子 , 如 561 一 3X11X17. 但 我 们 不 知道 是 否 存在 无 穷 多 个 
Carmichael 数 . Erdos f8 Bil, 4 z — oo 时 ince» >1,C(x) 表 
NF oz 的 素数 个 数 . 他 改进 了 Knodel 的 一 个 结果 并 证 明了 ， 
C(x) <x expC— clin z In In In z/n In z). 
而 同时 Pomerance, Selfridge 和 Wagstaff (Jl Al2) 也 证 明了 上 述 
结果 ,只 是 c=1 一 .并且 ,他 们 给 出 了 支持 此 猜想 的 直观 推断 , 即 
当 c 二 2 二 8 时 ， . 
C(x) > xexp(— c In z In In In z/In In z) 
成 立 . 
J.R. Hill 已 找 到 一 个 巨大 的 Carmichael BH par, Hp p — 5 
2256 


X 10° + 371,q = 10? + 741 Mr = i+ (p 一 1)(g + 2)/433. 
Pomerance,Sclfridge 和 Wagstaff, Jr. 已 经 找 到 所 有 小 于 25X 10° 
的 Carmichael Zt. 最 近 , Jaeschke 计算 了 25 x 10? z 10" fij Br d 
Carmichael  , 3560757». 


[1]Robert Bailie and Samuel S. Wagstaff, Lucas pseudoprimes, Math. 
Comp. , 35(1980),1391-1417. 

[2]P. Erdos, On pseudoprimes and Carmichael numbers, Publ. Math, 
Debrecen, 4(1956),201-206; MR 18,18. 

[3 ]Jay Roderick Hill, Large Carmichael numbers with three prime factors, 
Abstract 79T-A136, Notices Amer. Math, Soc. , 26(1979) , A-374. 

[4]Gerhard Jaeschke, The Carmichael numbers to 10, Math. Comp. , 55 
(1990) ,191:383— 389. 

[5] W. Knódel, Eine obere Schranke für die Anzahl der Carmichaelschen 
Zahlen kleiner als x, Arch, Math. , 4(1953),282-284; MR 15. 289. 

C6.]D. H. Lehmer, Strong Carmichael numbers, J. Austral. Math. Soc. Ser. 
A.,21(1976),508-510. 

(7 ]C. Pomerance, J. L. Selfridge and S. S. Wagstaff, Jr. Math. Comp. , 35 
(1980) ,151:1003—1026, 

[8]A. J. van der Poorten and A. Rotkiewiez, On strong pseudoprimes in 
arithmetic progressions, J. Austral, Math. Soc. Ser. A, 29 (1980), 316- 
321. 

[9]S. S. Wagstaff, Large Carmichael numbers, Math. J. Okayama Univ. , 22 
(1980), 33-41. 

[10]H. C. Williams,On numbers analogous to Carmichaei numbers, Canad. 
Math, Bull. , 20(1977)133-143. 

[11 JM. Yorinaga , Numerical computation of Carmichael numbers, Math. J. 
Okayama Univ, , 20(1978), 151-163; MR 80d ; 10026. 


A14. 好 素数 
Erdos 和 Straus 称 素数 p, 为 好 的 ,如 果 p? > Pu-iPnsi 对 于 所 
AC Sin — 1) 成 立 .例如 ;5,11,17,29 是 好 素数 , Pomerance 
+266 


用 “素数 图 ”( 见 A5) 证 明了 有 无 穷 多 个 好 素数 ,并 提出 下 面 几 个 问 
题 :使 p, APRA n 的 集合 的 密 率 为 零 吗 ?存在 无 穷 多 个 使 
PaPa > paiprtits GRA £0 i n) 成 立 肥 ?存在 无 穷 多 个 n 
使 pa + bua < bed bees XE BUR £00 xL Zn) 成 立 吗 ?对 所 有 
i(0 « i « n) [i 2p, < pri H bees RUN n 的 集合 , 其 密 率 为 0 吗 
(Pomerance 已 证 明了 有 无 穷 多 个 这 样 的 n2? X lim 
supCmin (pa + Pati) 一 2p.) = co 19? 


Alb. XE £k Sir REY BS 
19794, Erdos BR 3X 4 三 5x6X7=1(mod11), 并 问 使 


eto=Hiera + i) 
i=] i 


= fata + k, + i) = 1 (mod) 


成 立 的 最 小 素数 p UAE PNE T EET , MELE 
EET E XR I] RR AAR , DOPE RA IE E. 


A16. Gauss 素数 与 Risenstein 素数 
除了 有 理 域外 ,素数 还 能 定义 在 其 他 域 上 ， 在 复数 域 上 ,它们 
被 称 为 Gauss 素数 . 普通 素数 问题 可 重新 对 Gauss RAOR AR. 

从 存在 唯一 分 解 的 角度 看 ,Gaus 整数 a + b OE a,b BR 
Ho) =— 1) 似乎 有 点 象 普通 整数 ( 仅 除了 序 、 单 位 ( 土 1, DM 
及 相伴 数 : 如 7 的 相伴 数 7, — 7,7: — 7; 以 外 ). 形 如 锯 一 1 的 
素数 仍 为 Gauss 素数 (3,7,11,19,23,…… ,但 是 ,另外 的 普通 素数 
则 不 然 ,因为 它 可 分 解 为 Gauss 素数 的 积 , 如 : 

2 一 (十 站 (1 一 门 ， 

5 一 (2 一 中 (2 十 门 一 一 (一 1)(2 十 1), 等 等 ， 

13 = (2+ 3)(2 — 30,17 = (4 4-)04—20, 

29 = (5 + 2:0(5 — 2i), e 
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图 4. 范 数 小 于 1000 的 Gauss 素数 


当 我 们 把 Gauss HM t 1-5 5, 82 +i, +3, 0-2 3i, c 
4+i,+5+ 2), ME Argand 图 上 时 ,结果 它们 形成 了 一 幅 令 
人 愉悦 的 图 案 ( 见 图 4). 这 些 图 案 在 给 地 板 贴 瓷砖 和 制 暴 染 梨 布 时 
已 被 和信 们 采用 . 

Motzkin 和 Gordon 问 , 人 们 能 否 以 高 斯 素数 为 “ 踏 脚 石 ”以 
边界 长 为 步 距 从 起 点 “ 走 ” 到 无 穷 ? 这 大 概 不 可 能 . Jordan 和 
Rabung 已 证 明 步 距 至 少 是 4， 

Eisenstein 整数 a + bo 具有 唯一 的 分 解 , 其 中 a,6b 是 整数 ,w 

. 28* 


A148 EKER ARE oe’ +0+1=0, KR RREKER— 
图 形 , 因 为 有 6 个 单位 数 El, tw, +o, ABBE WRAY 
形 , 素 数 2 和 形 如 OA 一 1(5,11,17,23,29,41,…) 的 素数 仍然 是 
Eisenstein 素数 ,但 素数 3 和 形 如 6k 十 1 的 那些 素数 能 被 分 解 , 如 : 
3—(ü—29)1-— w»),7-—(2—w((2-—w), 
13 = (3 — w) (3 — «9,19 = (3 — 29)(3 — aê), 
31 = (5 — o)(5 — «/),87 = (4 — 39) (4 — 30), 


*v wee ° 
sp Feqe 2: e id bd 
em AU VM c 5 e "oe 
wp, M 944.9962 hed D 

“fe Fo ee t esq? ee p o n 
ees C. um * A ele 
eter Pegg Ue, 


H5. Eisenstein K% 


在 含有 复 三 次 单位 根 的 域 上 ,Eisenstein 素数 被 描绘 成 图 5, 与 这 
。29 。 


se 3e Ec Hay AY ia Ei the, 8 FOX RE 3E. 

Eisenstein X fk t £e Wi Hoe Ri BSA EIRA B5 DS 
个 Eisenstein 3: v h9 Fe AR fb DA Eh 00 38 HE ZH ET XI. Gauss 素数 的 
相应 问题 如 何 ? 


[1]8 32 8 (Z. Cao), 公 钥 密 码 学 ,第 四 章 》4. 3, 黑 龙 江 教育 出 版 社 ,1993. 

(2]9f ZW CZ. Cao),Z[o] 环 上 的 两 类 密码 体制 ,电子 科学 学 刊 ,14(1992)， 
286 — 290. 

[3]J. H. Jordan and J. R. Rabung,A conjecture of Paul Erdos concerning 
Gaussian primes, Matih. Com p. , 24(1970),221-223. 


A17. 素性 的 充 要 条 件 

Wilson 定理 是 : p 是 素数 的 充分 必要 条 件 是 (p — 10 1 +1 
= 0 (mod p ). C. P. Willans fil C. P. Wormell 用 它 得 到 关于 p, 
a(x) à 或 素性 的 充 要 条 件 的 些 公 式 , 且 仅 用 到 初等 函数 ,但 是 太 
繁琐 了 ,此 处 无 法 刊 出 . Matjasevic 和 其 他 逻辑 学 家 用 Wilson 定 
理解 决 了 Hilbert 第 十 问题 . 那么 ATER Wilson 定理 的 类 似 
结论 吗 ? 

Sierpinski 注意 到 ,从 Fermat 定理 可 得 出 ,如 果 请 是 素数 , 则 
十 2 d nb Co — 1°) + 1 = O(modp), BBA 3 d BAR 
吗 ?Giuga 证 明了 p < 10! pt i he E uz, vr. . BEE AE eA 


TARALA p ARAR p = [LRE He p= 1,00 


^8) 89 p Wn > 100, B pi bob, = 1(modpj(pj 一 
ING = 1,…,n). 草 珍 富 猜 想 ,对 任意 个 奇 素数 HOG = lees 
n) ,pi Papi pa = Imod; 一 1))( = lom 不 成 立 ， 
因而 前 述 逆 命 题 成 立 . 


[1]L. E. Dickson, History of the Theory of Numbers, G. E. Stechert & Co, 
New York,1934, Vol. L, Chap. XVII. 
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[2]G. Giuga. Sopra alcune proprieta carattepiggéifge déi puti gimi, 
Period, Math. (4) 23(1943) 12-27; MR 8.1% 

[3]Giuseppe Giuga, Su una presumibile proprieta warattefggfica dey numeri 
primi, Ist. Lombardo Sci, Lett. Rend. Cl. Sci, Mat. Tet 73 ) 14 (83) 
(1950) ,511-528; MR 13,725. 

EN T LIONS Kang), 周 国富 ,关于 居 加 猜想 与 费 马 数 为 素数 的 充 要 条 件 ， 

数学 通报 ,12(1981),20 一 22. 

(5JW. Sierpinski, Elementary Number Theory ,p. 205. 

(6]C. P. Willans, On formulae for the Nth prime number, Math. Gaz. , 48 
(1964) 413-415. 

L1 JC. P. Wormell , Formulae for primes, Math. Gaz. , 51(1967),36-38. 


A18. 一 个 素数 同 余 式 组 

如 果 pj(j = 1,…,n) 是 奇 素数 , 则 Zoi pared, HIS 
0(modp,) Cj — 1,72) 成 立 吗 ? 柯 召 和 孙 琦 已 经 证 明 在 1 才 n 志 5 
时 均 仅 有 一 组 素数 OG = 1,…,n) 满足 同 余 式 组 , 即 有 ， 

n=1:p, = 3; 

n= 2: pi = 3,p. = 7; 

n=3:~P1 = 3p. = 7,p3 = 43; 

n—4ip = 3,p2 = 11, ps = 23,0, = 31; 

n = ipi 3,5; = 11,2; = 23, p. = 31, ps = 47059. 
同时 , 柯 召 和 孙 琦 还 猜想 ,对 每 个 , 同 余 式 组 最 少 有 一 组 解 . E^ 
富 , 刘 锐 和 张 良 瑞 借助 于 计算 机 证 明了 — 6 时 , 同 余 式 组 也 仅 有 
一 组 解 , 即 p, = 3,pz = 11, 5, = 17,2, = 101,ps = 149, 4. = 
3109. 因此 ,他 们 猜想 同 余 式 组 最 多 有 一 组 解 . 


[1] #8 8 (Z. Cao),R. Liu and L. Zhang,On the Equation 25.4 CI/r) + 
(0/2) = 1 and Znam’s Problem ,J. Number Theory ,27 (1987), 
206-211. 

(214 2 (Chao Ko) , 孙 琦 ,关于 单位 分 数 表 1 的 问题 ， 四 川 大 学 学 报 (自然 科 

+32. 


"az wey, 1 (1964), 13—20. 


“A19. Brffos-Selfridge 对 素数 数 的 分 类 

Erdos 和 Seliridge 将 素数 分 类 如 下 :如 果 户 十 1 仅 有 素 因 子 2 
或 3, 则 轧 为 第 1 类 ;如 果 娟 十 工 的 每 一 个 素 因 子 属于 委 - 一 1 的 
各 类 素数 中 , 则 p 为 第 +r 类 ,其 中 等 号 至 少 对 于 一 个 率 因 子 成 立 . 


例如 : 
第 1 类 


第 2 类 


第 3 类 


第 4 类 


第 5 类 


235711172331475371107 127 191 431 647 863 
971 … | 

13 19 29 41 43 59 61 67 79 83 89 97 101 109 131 137 
139 149 167 179 197 199 211 223 229 239 241 251 
263 269 271 281 283 293 307 317 319 359 367 373 
377 383 419 439 449 461 467 499 503 509 557 563 
577 587 593 599 619 641 643 659 709 719 743 751 
761 769 809 827 839 881 919 929 953 967 979 991 -- 
37 103 113 151 157 163 173 181 193 227 233 257 277 
311 331 337 347 353 379 389 397 401 409 421 457 
463 467 487 491 521 523 541 547 571 601 607 613 
631 653 683 701 727 733 773 787 811 821 829 853 
857 859 877 883 911 937 947 983 997 = 

73 313 443 617 661 673 677 691 739 757 823 887 907 
941 977 … 

1021 13211381 + 


容易 证 明 ,对 任 给 的 < 之 0 FRA AY KAA n AY Sr 类 中 素数 个 
BH on). 但 不 知道 每 一 类 中 是 否 有 无 穷 多 个 素数 . AES 
类 中 的 最 小 素数 , 则 p, = 2, pP = 13, 5,9 = 37,5, 一 73 和 
bi = 1021. Erdos ff 48 (p, — oo .但 Selfridge 认为 它 极 可 


能 是 有 界 的 


如 果 用 p 一 1 代替 十 1 ,并 且 仿 上 类 似 的 分 类 , 则 上 面相 应 
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的 问题 如 何 ? 


[1]P. Erdos, Problems in Number Theory and Combinatorics, Congressus 
Numerantium XVIII, Proc. 6th Conf. Numerical Math. , Manitoba, 
1976,35-58Cesp. p. 53); MR 80e; 10005. 


A20. Mn f& n—2' 39 s 

Erdos $828 7,15,21,45, 7581105 ENE B n W, CEM A 
WE2<<n Wh k,n 一 2 是 素数 . Mientka 和 Weitzenkamp 已 
证 明了 ”< 2 时 猜想 为 真 . Vaughan 利用 Montgomery 得 法 也 给 
出 了 一 个 估计 . 

Erdos 又 狂想 ,对 无 穷 多 个 ma, 所 有 的 整数 ?一 HAK <n) 
是 无 平方 因子 数 ( 参 见 F12). 

Cohen 和 Selfridge ARA + p* + 2^ JE B RN EGR EH 
么 ,其 中 为 素数 ,a S06 之 1 , 且 式 中 士 号 可 任 取 . 他 们 注意 到 
该 数 汪 2”, 但 认为 它 至 多 为 

6120 6699060672 7677809211 5601756625 4819576161- 

6319229817 3436854933 4512406741 7420946855 8999326569. 

Crocker 证 明了 存在 无 穷 多 个 奇 整数 不 为 2 十 2 十 p mE 
XX. Erdos 问 , 对 每 个 > 是否 存 在 无 穷 光 个 奇 整数 , 它 不 是 一 个 素 
数 与 2 的 ”或 更 低 次 宕 的 和 ?他 们 密 率 尺 正 吗 ? 他 们 含有 无 穷 算术 
级 数 吗 ? 另 一 方面 ,Gallagher WE T XHEK e> 0, 存在 充分 大 
的 -使 素数 与 2 的 -> 次 寡 的 和 之 下 密 率 > 1 e. 

Erdos X [i] ,是否 存 在 不 为 2 十 形式 的 奇 整数 ,其 中 s 是 无 
平方 因子 数 . 此 问题 与 覆盖 同 余 ( 见 F13) 有 联系 ， 

设 fln) fin HHA + p 的 个 数 ,又 设 {ai) BE SO) > 0 的 
n 值 序列 ,那么 {ai} 的 密 率 存在 吗 ? Erdos 证 明了 fa) >c In Inn 
对 无 穷 多 个 n 成 立 ,但 是 不 能 肯定 是 否 f(xn) = o(n n). 他 猜想 ， 

lim suplan — a,) = oo, 
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如 果 存 在 有 任意 大 的 最 小 模 覆 盖 系 ,那么 该 猜想 成 立 . 
Carl Pomerance 注意 到 对 7 = 210 FMA 7 << p<nyn 一 
户 为 素数 ,他 问 是 否 存 在 其 他 满足 上 述 关系 的 n? 


[1]Fred Cohen and J. L. Selfridge , Not every number is the sum or difference 
of two prime powers, Math. Comp. , 29(1975) ,79-81. 

C2]R. Crocker ,On the sum of a prime and of two powers of two, Pacific J. 
Math, , 36(1971),103-107; MR 431t 3200. 

[3 ]P. Erdos, On integers of the form 2" + p and some related problems, 
Summa Brasil. Math. , 2(1947-51),113-123; MR 13,437. 

[4]Patrick X. Gallagher, Primes and powers of 2, Inventiones Math. » 29 
(1975),125-142. 

[5] W. E. Mientka and R. C. Weitzenkamp, On f-plentiful numbers, J 
Combin. Theory, 7(1969) 374-377. 

[61A. de Polignac, Recherches nouvelles sur les nombres premiers, C. R, 
Acad. Sci. Paris, 29(1849) ,397-401 ,738-739. 

[7]R. C. Vaughan, Some applications of Montgomery?’ s sieve, J. Number 
Theory, 5(19732,64-79, MR 4911 7222. 
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B 整除 


我 们 用 d G0 3 n 的 正 因 子 个 数 ,用 o(n) 表示 这 些 因子 的 和 ,用 
O(n) RIX AT hE A, AIA oo 00) = d(n),0,(@) = a(n). 
我 们 又 用 s(n) Bn 的 真 因 子 的 和 ,也 即 为 除开 4 本身,n 的 正 因 子 的 
和 ,因此 5s) = oln) — n. 

1 25 OR. BR BAA s(n) ER. s G0) RH EMMA DSO, 
s(n) = n, (n) = sG'OD). 

RAE din RdRRn ejn Re KARR, p ni ph In fB 
pn. TAL) EEA ER mm + leon. 


Bl. 完全 数 

满足 stn) =n 的 数 称 为 完全 数 . Euclid 得 到 ,如 果 27 一 1 8 XX 
数 , 则 2 Q^ 一 1) 是 完全 的 . 例如 ,6,28,496 等 (参见 A3 中 的 
Mersenne 素数 表 ). Euler W, 2^7 (2^ 一 1) 是 仅 有 的 偶 完 全 数 . 

RA CARRS HE? 这 是 数论 中 的 一 个 臭名 昭著 的 未 解决 
问题 . Euler E EN: E n 为 奇 完全 数 , 则 二 加 gg 入 ,这 里 
Pid sg BARA AM ARR, a Rb, REBR, A pma m 
1 (mod 4). Starni 证 明 :如 果 所 有 的 q; =3Cmod 4) ,那么 o(p*) /2 
是 合 数 ;如 果 所 有 的 q =1 nod 4), WA p = a (mod 8). Tucker- 
man, Hagis , Stubblefield, Buxton 1l Elmore 已 把 界 逐 渐 地 推 到 了 
102" ,在 此 界 下 ,不 存在 奇 完 全 数 ( 但 人 们 对 Buxton 和 Elmore 的 证 
明 存 有 疑问 ). Brent, Cohen 和 te Riele 将 界 推 到 107", Hagis 和 
Chein 已 独立 证 明 , 奇 完全 数 可 被 至 少 8 个 互 异 索 数 除 尽 . 

Muskat 证 明 , 奇 完全 数 可 以 被 大 于 102 的 素数 寒 除 尽 . Hagis 
和 McDaniel 证 明 , 最 大 的 素 因 子 大 于 100110. Pomerance 证 明 , 次 
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最 大 的 素 因子 比 138 X. 而 Condict 和 Hagis 已 把 上 述 的 界 改进 到 
300000 和 1000. Pomerance 还 证 明了 ,至 多 有 个 互 异 因子 的 奇 完 


BUNT Ue 

有 一 个 未 解决 的 问题 是 ;两 位 以 上 的 完全 数 ,把 它 的 各 位 数字 
加 起 来 得 一 个 数 ,再 把 这 个 数 的 各 位 数字 加 起 来 又 得 到 一 个 数 , 一 
直 做 下 去 , 直到 得 到 一 个 一 位 数 . 那么 这 个 一 位 数 一 定 是 1 吗 ? ( 参 
3 [12 D. 很 容易 证 明 , 对 偶 完 全 数 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 . 又 由 
于 奇 完 全 数 很 可 能 是 不 存在 的 ,所 以 这 个 问题 的 回答 很 可 能 是 肯定 
的 . 
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B2. 相关 完全 数 

也 许 是 因为 未 能 够 证 明 奇 完全 数 存在 ,许多 作者 定义 了 若干 紧 
密 相关 的 概念 , 且 由 此 产生 了 大 量 的 问题 ,其 中 许多 问题 似乎 不 比 
原始 问题 更 易 处 理 . 

对 于 完全 数 c(z) = 2n, WB ola) <2n, Wl n 称 为 不 足 数 ;如 果 
O(n) > 2n, W n PRA LB. 如 果 ola) = 2n — 1, Bl] n 称 为 近 完 全 
数 . 2 的 答 是 近 完 全 的 ,但 不 知道 是 否 还 有 其 他 的 近 完全 数 . 如 果 
oln) = 24 十 1, 则 被 称 为 拟 完全 的 . 拟 完全 数 必定 是 奇 平方 数 .但 
是 ,没有 一 个 人 知道 是 否 存在 拟 完 全 数 . Masao Kishore 证 明 , 如果 
n Fei 56 SK, Mn > 10, B Q0 > 6, HH w(n) fen WAS [8] A 
子 的 个 数 . Hagis 和 Cohen B KARR En > 105,w(z) 2 7, 
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Catteneo 起 初 声称 已 证 明了 3) ,但 是 ,Sierpinski 和 其 他 人 已 经 
说 明 Catteneo 的 证 明 是 靠不住 的 . Kravitz 在 一 封 信 中 作出 了 更 一 
般 的 猜测 ,不 存在 过 剩 数 ” 使 得 o) 一 2n 是 奇 平方 数 . 关于 此 ， 
Graeme Cohen 写 道 , 下 面 的 结果 是 很 有 趣 的 ， 

c (273757) 一 3(223252) 十 11? 
以 及 如 果 o(n) = 2n + £^, (n,k) =1,0(n) = 3,1] 105|» 3X 1651n, 
Hn > 1009, > 1077. ERK ERR £n, =1 KREE, 他 分 别 


”地 找到 了 解 : 


n = 2 + 3” » 2388977,k = 3? - 23 - 1999 

n 

n= 2? +7? php = 53:277,541,153941 , 358276277, 

k-—7-*29,5-7-*23,5*7*43,5- 7* 103* 113, 

5*7-227-229* 521 

他 证 明 ,后 5 T BUR BI Sk — PSEA EE Dy BY E] EC Eds 
问 ,对 于 某 些 常数 c, 使 oln) 一 2n] <c 成立 的 大 数 的 特征 是 什么 ? 
例如 = 2" ;还 存在 其 他 的 吗 ? 

如 果 一 个 数 是 它 自己 一 些 因子 的 和 ,那么 Sierpinski 把 它 称 为 
伪 完 全 的 .例如 20=1 十 4 十 5 十 10. Erdós 已 证 明 , 它 们 的 密 率 存在 . 
如 果 一 个 数 是 过 和 狮 的 ,但 它 的 所 有 真 因子 都 是 不 足 的 , 则 称 此 数 为 
本 原 过 剩 的 ;如 果 一 个 数 是 伪 完 全 的 ,但 它 的 真 因子 却 没 有 一 个 是 ， 
则 称 它 是 本 原 伪 完全 的 . 如 果 n 的 所 有 因子 的 调和 平均 为 整数 , 则 
Pomerance 称 它 为 调和 数 . Andreas 和 E. Zachariou 称 它 们 为 Ore 
数 , 且 他 们 称 本 原 伪 完 全 数 为 不 可 分 的 半 完 全 数 , 他 们 注意 到 ,一 个 
伪 完 全 数 的 倍数 还 是 伪 完 全 的 , 且 擅 完 全 数 和 调和 数 都 包含 完全 数 
作为 其 真子 集 . 后 一 个 结果 归于 Ore. 所 有 形 如 2"p 的 数 都 是 本 原 伪 
TER HP om Z2 1, p ENF 27 55 27 NBO. 但 也 存在 不 具有 
上 述 形式 的 伪 完 全 数 ,如 770. 另外 还 知道 ,存在 无 穷 多 个 本 原 伪 完 
全 数 不 是 调和 数 . 最 小 的 奇 本 原 伪 完全 数 是 945. Erdos 能 证 明 , 奇 
本 原 伪 完 全 数 有 无 穷 多 个 . 
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Garcia 找到 了 小 于 10’ 的 全 部 调和 数 , 共 45 个 . 同时 还 找到 了 
E 10' 大 的 200 多 个 调和 数 . 其 中 除开 1 和 完全 数 以 外 ,最 小 的 一 
个 是 140. 现在 的 问题 是 除开 1 以 外 ,它们 中 的 任何 一 个 是 平方 数 
吗 ?它们 的 个 数 有 无 穷 多 吗 ?如果 回答 是 肯定 的 ,那么 对 小 于 工 的 屠 
些 数 的 个 数 , 找 出 上 界 和 下 界 , Kanold 已 证 明 , 它 们 的 密 率 为 0, 并 
B. Pomerance 证 明 , 形 如 prg'(p,q 是 素数 ) 的 调和 数 是 偶 完全 数 . 
如 果 = per^ 是 调和 数 ,那么 它 是 偶 的 吗 ? 

调和 数 将 取 哪 个 值 ? 大 概 不 可 能 是 4,12,16,18,20,22,…; 那 
ER 23 吗 ? Ore 自己 猜想 :每 一 个 Ore 数 是 偶数 , 言 外 之 意 是 不 存 
在 奇 完全 数 ， 

Bateman, Erdos, Pomerance 和 Straus 证 Bj T, 对 于 使 
a(n) /d(n) 为 整数 的 7 的 集合 ,其 密 率 为 1; 使 s(x)/d G0? 为 整数 的 
n 的 集合 ,其 密 率 为 1/2, 具 有 形式 oCn)/d(n) 的 有 理 数 r x HA 
NU oGO. EMIRI 001 的 浙 近 公式 ,这 里 和 式 取 饥 << < 且 使 
d) RAR oln) 的 所 及. 他 们 猜测 ,使 (0 RR s(n) = 0) 一 
n 的 整数 的 密 率 为 0. 但 是 ,他 们 缺乏 直接 了 当 的 证 明 . 

Benkoski 称 一 个 数 为 怪异 的 ,如 果 它 是 过 剩 的 但 却 不 是 伪 完 全 
的 . 例如 70 不 是 1 十 2 十 5 十 7 十 10 十 14 十 35 二 74 的 任何 子 集 的 和 . 
小 于 一 百 万 的 数 中 有 24 个 本 原 怪异 数 :70,836,4030,5830,7192， 
… 而 非 本 原 怪 异 数 包括 .70 p,p ÆR A p > oC(70) = 144; 
836p 1p 是 421,487,491 或 p ERM A557; 7192X 31. 一 些 大 怪 
异 数 是 Kravitz 发 现 的 , A Benkoski 和 Erd6s 证 明 它 们 的 密 率 是 正 
的 ,这 里 ,一 些 未 决 问 题 是 :存在 无 穷 多 个 本 原 过 剩 数 ,它们 是 怪异 
的 吗 ? 每 一 个 奇 过 剩 数 是 伪 完全 的 (也 就 是 说 ,不 是 怪异 的 ) 吗 ? 对 于 
怪异 数 ”c(z)/2 能 是 任意 大 吗 ? Benkoski 和 Erdós 猜测 后 一 问题 
的 回答 是 “不 ”Erdos 对 上 述 后 两 个 问题 的 解决 分 别提 供 10 美元 
Al 25 美元 的 奖金 . 

WR aln) = kn, Wi xx FE BOX n BETES A Sc 
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例如 ,普通 的 完全 数 是 2 重 完全 数 ,120 是 3 重 完全 数 . Dickson 的 
《数论 的 历史 沁 记载 了 人 们 对 这 样 数 的 悠久 兴趣 . 已 知 的 最 大 & 值 
为 8. 对 于 这 样 的 上 ,Brown 给 出 了 三 个 例子 (Franqui 和 Garcia X 
给 出 了 另外 两 个 ) ,它们 最 小 的 是 2，32，59。72。11*。132。17? 
*19**23* 29 e 31? - 37* 41* 58* 61 + 67? - 71? 73 - 88 * 89 
* 103 * 127 + 131 * 149 * 211 * 307 * 331 * 463 + 521 * 683 © 709 
* 1279 * 2141 * 2557 * 5113 + 6481 + 10429 + 20857 * 110563 ° 
599479 + 1648168401. 无 疑 地 ,和 能 取 我 们 和 希望 的 那样 大 , 尽管 Er- 
dos 5848 k = o (In Inn) . Hagis 和 Cohen X1 & 2 2 重 完全 数 证 明了 
其 最 大 的 两 个 素 因子 分 别 之 100129 18221009; Hagis 又 进一步 证 明 
第 三 大 素 因子 之 101. 

Minoli 和 Bear 定义 ,如 果 n 一 1 十 d Sh Dd, en BO 
有 真 因子 的 和 ,1 d; <n, UnA k KAZE. BR MEn E 
k KARER, I Ro (n) = (k + Dm 十 上 一 1 例如 ,21,2133 和 
19521 都 是 2 次 超 完全 的 ,325 是 3 次 超 完全 的 . 他 们 猜想 ,对 于 每 一 
Nk, FE k KEZEM. 

Graham [A], 2% s(n) = [n/2] 蕴含 着 是 2 或 是 3 WHR. 

Erdos itt FHM k, f) Wn = 57. d BREM, 
其 中 ,1 «d <d; «xd = S ES 的 因子 的 递增 序列 . 
ABA Sn) = o (n) MME LR LEAT 7» 成 立 吗 ? 

n 12 3 4 5 6 7 8 91011121314 
fali - 2 3 - 5 4 7 15 1221 6 9 13 
n 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 
f()8 12 30 10 42 19 18 20 57 14 36 46 30 12 
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B3. 丁 完全 数 

A d BRR, Bd n/d) =1, WR d 为 ”的 酉 因子 数 . inn 
是 它 的 酉 因子 (不 包括 n 自身) 的 和 , 则 称 其 为 西 完全 数 . 已 知 不 存 
ERAZEM, H Subbarao 猜想 , 仅 存在 有 限 个 偶 西 完全 数 , Sub- 
barao ,Carlitz 和 Erdos 每 人 为 这 一 问题 的 解决 提供 10 美元 奖金 . 
Subbarao 为 每 一 个 新 例子 提供 10 美 分 . B n = 2m om R8 
的 且 有 > 个 不 同 的 素 因 子 , 则 当 a <10 Br <6 时 ,Subbarao 和 其 
他 人 已 证 明 , 除 开 2 .3,2: ,3.5,2.3 .5 和 2 .3.5.7 .13， 
没有 酉 完全 数 . 而 当 m 为 无 平方 因子 的 奇数 时 ,Graham 证 明 除 2。 
3,2 35M 2°+3+5+7+ 135}, HAREM. Wall 已 找到 西 完 
全 数 ; 

. 44 . 


25.3-5'-7-11*13-* 19* 37 - 79 +109» 157 - 313 
并 且 证 明 , 它 是 第 五 个 这 样 的 数 . Frey 已 证 明 , 如 果 N = 2"pti-- pe 
是 西 完全 的 ,其 中 CN,3) = 1,884 m > 144,r > 144,N > 10°. 

Ligh 和 Wall 也 定义 了 x 的 非 本 因子 4 OHS, Bd en 的 因 
T B (d,n/d) >1. 如 果 w 的 非 西 因子 的 和 为 n , 则 称 为 非 西 完全 
数 . 他 俩 证 明 ; 当 2^ 一 1 为 Mersenne 素数 时 2^*! (2^ — 1) 是 非 西 完 
全 数 . 并 且 猜 想 :不 存在 其 它 的 非 酉 完全 数 . Hagis Jr. 证 明 小 于 105 
的 奇 非 丁 完全 数 是 不 存在 的 . 
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B4. BR BSR 

Mim xn, Hoon) — 001) =m +n, WK mn HAR. 已 
知 有 上 千 个 互 满 数 存在 .最 小 的 互 满 数 对 中 , 较 小 的 一 个 是 220, 它 
出 现在 Genesis ,xxxii, 14 中 并且 从 于 加 起 CARL Re TAR 
和 阿拉 伯 人 的 注意 . 对 于 他 们 的 历史 ,请 见 Lee 和 Madachy 的 文 
8. 

现在 ,人 们 相信 存在 无 穷 多 对 互 满 数 . 事实 上 ,Erdos 猜想 , 满 
dh m «n xd pu so PE Ae) 至 少 是 cz 他 改进 必 anoid 
的 一 个 结果 ,证 明了 AQO = o(Cz), 并 且 , 用 他 的 方法 还 能 得 到 
A(x) Sc x/1n ln In z ,而 Pomerance 则 获得 了 更 好 的 结果 ， 

Ata) S r exp( — c(ln In In x 1n In In In zX”), 
Erdos 猜想 ,对 每 一 个 到 都 有 AQ = oCr/(In z)) . Pomerance 证 
明了 : 
ACT) Sax exp{— (ln z)!/3), 

因此 证 实 了 Erdos 的 猜想 . 该 结果 还 推出 互 满 数 的 倒数 和 是 有 限 
的 ,这 一 事实 以 前 是 不 知道 的 . Pomerance 也 注意 到 ,他 的 证 明 可 修 
改 一 下 ,给 出 更 强 一 点 的 结果 : 

A(z) € x expt— c(ln z In In z)h}. 
现在 仍 不 知道 是 否 有 min 为 一 奇 一 个 或 有 (mn) = 1 的 互 满 数 对 
存在 ， Bratiey 和 McKay 猜想 ,所 有 奇 互 满 数 对 的 两 个 数 均 能 被 3 

te Riele 发 现 了 若干 非常 大 的 互 满 数 对 ,分 别 有 32,40,81 和 
152 位 数 . Kaplansky 在 1975 年 的 “Encyclopedia Brittanica Year- 
book "一 书 的 数学 条 目 中 提 到 了 te Riele 的 发 现 . 在 这 之 前 知道 的 
互 满 数 对 仅 有 25 位 数 . 

McClung 研究 了 西 互 满 数 对 m,n, CWE 0o% On) = o' (n) = 
m n, Xx Hi o* (n) den AIF B3) 的 和 . 他 用 c CF) = fo’ QD 
定义 产生 子 (/,&) ,这 里 S EAK, k 和 fk 是 整数 . 由 产生 子 从 已 
知 的 一 对 西 互 满 数 可 产生 新 的 西 互 满 数 对 . Najar 研究 了 产生 子 等 
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价 类 的 运算 . 
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B5. 拟 互 满 数 

如 果 o(m) =o(n) — mE nd 1,m «n, N] Garcia 称 数 对 On, 
n) 为 拟 互 满 数 . (010 (48, 75), (140, 195) , (1575, 1648), (1050, 
1925) 和 (2024,2295) 都 是 拟 互 满 数 . Rufus Isaacs 注意 到 m 和 nn 中 
的 每 一 个 都 是 另 一 个 的 真 因子 的 和 . 

Hagis 和 Lord 已 经 找到 了 过 10’ 的 所 有 46 对 这 样 的 数 ,它们 
都 具有 不 同 的 奇偶 性 ,至今 尚未 发 现 有 相同 奇偶 性 的 mn. 如 果 m, 
n 有 同样 的 奇偶 性 , 则 mm > 10. 303 (m8) — 1, 那么 mn 至 少 含有 
4 个 不 同 的 圭 因子, 并且 如 果 mn 是 奇 的 ,那么 mn 至 少 有 21 个 不 同 
HRAT. 

Beck 和 Najar 定义 ,满足 

Gm) =o(n) — m «n —1,m «n 

的 m,n 称 为 增 广 互 满 数 . 他 们 找到 了 11 对 这 样 的 m,n, 同时 还 发 
现 ,不 存在 ”< 10' 的 增 广 西 互 满 数 或 活泼 数 ( 见 B7). 
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B6. 整除 序列 
既然 有 些 数 是 过 剩 数 ,有 些 数 是 不 足 数 ,那么 很 自然 ,人 们 要 
a), 34 YE A F n pR EC AY) ABR SE 48 8] F 30] {s'(n)},k = 0,1,2, 
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…《 这 里 的 序列 称 为 整除 序列 ) 时 将 发 生 什 么 情况 呢 ? Catalan 和 
Dickson 猜想 ,所 有 这 样 的 序列 都 是 有 界 的 . 但 是 ,我 们 现在 有 直观 
的 推断 ,几乎 对 所 有 偶数 n ,序列 将 趋 于 无 穷 . 曾 认 为 这 样 最 小 的 偶 
ny 138, fR D.H. Lehmer 最 终 证 明了 ,在 达到 最 大 值 
5117(138) = 179931895322 = 2 X 61 X 929 X 1587569 
之 后 ,该 序列 将 终止 在 ?37"(138) = 1 上 . 下 一 个 数 是 276, 尽管 对 其 
存在 真正 的 疑问 . 由 Lehmer, & 3$ y Godwin, Selfridge, Wunder- 
lich 和 其 他 人 在 作出 大 量 计算 后 得 到 
s*°(276) = 14938484659825484424390569599265141 2919855640. 
H. W. Lenstra 已 证 明 ,可 以 构造 任意 长 的 单调 递增 整除 序列 . 
RICE Se ig Ae Oe dno 例如 用 s(n) BR, 这 里 
s(n) 表 半 的 真 指数 因子 (B16) 的 和 . 参看 B16 所 附 Hagis Jr. 的 文 
Fi. 
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B7. 整除 圈 或 活泼 数 

对 某 个 正 整数 ,如 果 存 在 使 *(n) = S" G0 对 任何 成立， 
那么 +(n) 称 为 一 个 整除 圈 , 这 样 的 ” 称 为 活 没 数 ,最 小 正 整数 ; 称 
为 图 的 周期 . 找到 ns GO. 的 周期 为 1 和 2 是 容易 的 . Poult 找到 
了 两 个 活泼 数 使 D 的 周期 分 别 为 5 和 28. Mt k =0,1,2,3,4 
(mod 5), s* (12496) 分 别 取 值 为 ， 

12496 = 2* X11 X 71,14288 — 2 X 19 X 47, 15472 = 2* X 967, 
14536— 2° X 23X 79,14264=2?X 1783; 
Xt k =0,1,+++,27(mod 28), st (14316) 取 下 列 值 ， 


14316 19116 31704 47616 83328 177792 295488 


^5l* 


629072 589786 294896 358336 418904 366556 274924 
275444 243760 376736 381028 285778 152990 122410 
97946 48976 45946 22976 22744 19916 17716 


时 隔 50 多 年 后 , 随 着 高 速 计算 机 的 出 现 ,Henri Cohen 找到 了 
周期 为 4 的 9 个 圈 . Borho,David 和 Root 又 找到 了 其 他 的 一 些 图 ， 
那些 周期 为 4 的 圈 的 最 小 元 素 分 别 为 : 

1264460 2115324 2784580 4938136 7169104 

18048976 18656380 28158165 46722700 81128632 

174277820 209524210 330003580 498215416 

人 们 猜测 不 存在 周期 为 3 的 圈 . 


[1] W. Borho, Uber die Fixpunkte der & -fach iterierten Teilersummen- 
funktion, Mitt. Math. Gesellsch. Hamburg ,4(1969),35-38; MR. 40 tt 
7189. 

21H. Cohen, On amicable and sociable numbers, Math. Comp. ,24(1970), 
423-429, MR 42# 5887. 

[3] P. Poulet, Question 4865, L'Intermediaire des math. ,25(1918), 

100-101. 

[4]S. C. Root, in M. Beeler , R. W. Gosper and R. Schroeppel, M. I. T. Artifi- 

cial Intelligence Memo 239,1972;02,29. 


B8. 西 整除 序列 

整除 序列 和 整除 图 的 概念 用 到 仅 有 西 因子 ( 见 B3) 被 求 和 的 情 
形 时 , 则 产生 了 酉 整除 序列 和 酉 活泼 数 ,与 cCz) Al s(n) 类 似 ,此 时 
我 们 用 o" (x) 和 s* (n) Xm. 

存在 无 界 的 西 整除 序列 吗 ? 值得 认真 考虑 的 序列 是 6 的 奇数 倍 
数 序列 ,因为 6 既是 一 个 酉 完全 数 又 是 一 个 普通 的 完全 数 . 如 果 3 |I 
n , 则 序列 是 递增 的 . 但 是 , 当 出 现 了 3 的 高 次 震 时 则 递减 . 关于 是 
哪 种 情况 占 主导 地 位 ,现在 仍 是 争论 之 点 . 一 旦 序列 的 某 项 是 6 m， 
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m 为 奇 ,那么 ,除开 3 WAU ESD, 均 有 o (6m) 是 6 的 偶 倍 数 和 
5 (6m) 为 6 的 奇 倍数 吗 ? 

te Riele Xf n < 10 讨论 了 所 有 的 西 整除 序列 ,发 现 仅 有 的 没有 
终止 或 星 周期 变化 的 序列 是 89610. 后 来 的 计算 表明 ,此 序列 在 它们 
第 568 项 达到 最 大 值 : 

645856907610421353834 
= 2 X 35 X 13 X 19 X 73 X 653 X 3047409443791 
且 在 它 的 第 1129 项 结束 . 

只 有 素 因 子 的 期 望 值 很 大 时 ,才能 预测 序列 的 典型 特性 ,但 素 
因子 大 到 In In 2 时 ,序列 又 已 远 远 超出 了 计算 机 的 范围 . 在 已 考察 
的 10* 附 近 的 80 个 序列 中 ,全 都 为 终止 或 趋向 周期 化 . 其 中 一 个 序 
列 超过 10”. 

西 互 满 数 和 西 活泼 数 可 能 比 其 普通 数 出 现 得 更 经 常 一 些 . Lal, 
Tiller 和 Summers 找到 了 周期 为 1,2,3,4,5,6,14,25,39 和 65 的 
圈 , 西 互 满 对 的 例子 是 (56430, 64530) 8 (1080150, 1291050) , ifj 
《30,42,54) 是 周期 为 3 8918 , (1482,1878,1890,2142,2178) 是 周 
期 为 5 的 图 . 

Erdos 一 直 想 找到 一 个 数论 函数 ,其 琶 代 可 能 为 有 界 . 他 定义 
Win) =D) p Stn = T T2 B W'G) WO). & 
意 到 Wn) ,n) = 1,385 BEES] WOD (A = 1,2, JU EO 082 
X|(WGD:1sgnszz)|-o(x) 成 立 吗 ? 

如 果 对 所 有 的 m <n 848 m + fn) <n, Jl] Erdos 和 Self- 
ridge 称 n 为 数论 函数 f(r) WH. Euler 的 p BACH B36) 和 oCm) 
增加 得 太 快 以 致 于 没有 闸 . 但 是 , 另 一 方面 ,m 的 不 同 素 因 子 的 个 数 
em) 有 无 穷 多 个 曾 吗 ? 现 已 知 2,3,4,5,6,8,9,10,12,14,17,18, 
20,24,26,28,30,-- 都 是 (m) W. 如 果 An) 是 m 的 素 因子 的 
个 数 ( 素 因子 不 是 必须 互 异 ), 那么 On) 有 无 穷 多 个 闸 吗 ? Self- 
ridge 注意 到 , 99840 是 Om) < 105 89 CX B9 08m 的 因子 个 数 
dim) RAM, A max{d(n—1) +n —1,dm—2)+n—2} 之 
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n+ 2, 而 
max (m + d(m)) =n+2 


man 


有 无 穷 多 组 解 吗 ? 这 是 非常 令 人 怀疑 的 . 其 一 解 为 4 二 24, 下 一 个 较 
大 的 解 大 概 又 超出 了 计算 机 的 范围 , 


[1]Paul Erdos,A melange of simply posed conjectures with frustratingly - 
elusive solutions, Math. Mag. ,52(1979267-70. 

[2]P. Erdos, Problems and results in number theory and graph theory, 
Congressus Numerantium XXV11, Proc. 9th Manitoba Conf. Numerical 
Math. Comput. ,1979,3-21. 

(3 ]Richard K. Guy and Marvin C. Wunderlich, Computing unitary aliquot se- 
quences—a preliminary report, Congressus Numerantium X XVII , Porc. 
9th Manitoba Cont. Numerical Math. Comput. ,1979,257-270. 

[4]P. Hagis, Unitary amicable numbers, Math. Comp. ,25(1971), 915-918; 
MR 45 # 8599; Zbl. 232. 10004. 

[5]Peter Hagis, Unitary hyperperfect numbers, Math. Comp. ,36(1981), 
299-301. 

[6]M. Lal, G. Tiller and T. Summers, Unitary sociable numbers, Congressus 
Numerantium Vl, Proc. 2nd Conf. Numerical Math. Winnipeg ,1972,211- 
216; MR 50 # 4471,Zbl. 309. 10005. 

L7JH. J. J. te Riele, Unitary Aliquot Sequences, MR 139/72, Mathematisch 
Centrum, Amsterdam, 1972; reviewed Math. Com p. :32(1978),944-945; 
Zbl. 251. 10008. 

L8]H. J. J. te Riele, Further Results on Unitary Aliquot Sequences, NW2/73, 
Mathematisch Centrum, Amsterdam, 1973; reviewed Math. Comp. , 
321978) ,945. 

[9JH. J. J. te Riele, A Theoretical and Com putational Study of Generalized 
Aliquot Sequences, MCT74, Mathematisch Centrum, Amsterdam, 1976; 
reviewed Math. Comp. ,32(1978) ,945-946;MR 58 tt 27716. 

[10]C. R. Wall, Topics related to the sum of unitary divisors of an integer, 
PhD thesis, Univ. of Tennessee , 1970. 
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B9. 超 完全 数 

Suryanarayana 用 o’(n) = 2n 定义 了 超 完 全 数 ， Hn 满足 
o(o(n)) = 2n. fl fll Kanold 证 明 , 偶 超 完全 数 丛 是 2^ RUP p A 
E2’ — 1 Jj Mensenne RR. 存在 奇 超 完全 数 吗 ?如 存在 , 则 Kanold 
证 明了 ,它们 是 完全 平方 数 . Dandapat 等 人 证 明了 , n 或 oln) 7b 
可 被 三 个 不 同 素数 整除 . 

更 一 般 地 ,Bode 称 满足 (n) = 2n 的 nn 为 m 重 完全 数 , 且 证 明 
了 对 mw 之 3, 不 存在 偶 的 mr 重 完全 数 . 他 还 证 明了 ,对 于 m= 二 2, 不 存 
在 « 10" 的 奇 超 完全 数 . Hunsucker 和 Pomerance 已 改进 这 个 上 
界 到 ?7X10”*, 并 且 他 们 还 得 到 了 关于 为 超 完全 数 时 ,n 和 o(n) 的 
不 同 素 因 子 的 个 数 的 结果 . 

MR Ca) = 2n 十 1, 此 时 它 将 与 早先 把 称 为 拟 完 全 数 的 术 
语 相 一 致 . Mersenne 素数 便 是 这 样 的 数 ,还 有 其 他 的 拟 超 完全 数 
吗 ? 存在 “几乎 超 完全 数 ” 使 o2(n) = 2n — 1 吗 ? 

Erdos [A] , 34 k — co it, (oa)):44 是 否 有 极限 ?他 猜想 ,对 每 一 
^T^n21l Ux. 

Schinzel [A], 34 n — co 时 ,对 每 个 & ,是 否 有 

lim inf o'G2)/n < oo? 

他 观察 到 ,对 有 — 2, 由 Rényi 的 很 深 的 定理 ,上 式 将 成 立 . 
Makowski 和 Schinzel 给 出 上 & = 2 时 上 述 极限 为 1 的 初等 证 明 . 


[1 ]Dieter Bode, Uber eine Verallgemeinerung der Vollkommenen Zahlen, 
Dissertation , Braunschweig ,1971. 

[2]P. Erdos, Some remarks on the iterates of the pand o functions, Colloq. 
Math. ,17(1967) ,195-202. 

[31]. L. Hunsucker and C. Pomerance, There are no odd superperfect num- 
bers less than 7X10", Indian J. Math. ,17(1975),107-120. 

(41H. -]. Kanold, Über " Super perfect numbers,” Elem. Math. ,24(1969), 
61-62, MR 39# 5463. 
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[51Graham Lord. Even perfect and superperfect numbers, Elem. Math. , 


30(1975) ,87-88. 
[6]A. Makowski and A. Schinzel,On the functions e) and a(n) , Colleg. 
Math, ,13(1964-65) ,95-99, 
[7 JA. Schinzel, Ungeloste Probleme Nr. 30. Elem. Math. ,14(1959),60-61. 
[ 8] D. Suryanarayana, Super perfect numbers, Elem. Math. ,24(1969), 
16-17; MR 39# 5706. 
[9 ]D. Suryanarayana , There is no odd superperfect number of the form p". 


Elem. Math. ,28(1973),148-150. 


B10. 不 可 摸 数 

Erdos 已 证 明 , 存 在 无 穷 多 个 n 使 s(x) — n WEAR. Alanen ff 
这 样 的 ”为 不 可 摸 数 Cuntouchable). 事实 上 ,Erdos EHT RETE 
数 具 有 正 的 小 密 率 . 下 面 是 一 些 <1000 的 不 可 摸 数 ， 

2 5 52 88 96 120 124 146 162 178 188 206 210 216 238 246 

248 262 268 276 288 290 292 304 307 322 324 326 336 342 372 406 

408 426 430 448 472 474 498 516 518 520 530 540 552 556 562 576 

584 612 624 626 628 658 668 670 714 718 726 732 738 748 750 756 

766 768 782 784 792 802 804 818 836 848 852 872 892 894 896 898 


902 916 926 936 964 966 976 982 996 
从 Goldbach f& 48 (C1) 似乎 成 立 的 观点 来 看 ,5 为 唯一 的 奇 不 可 摸 
则 stpq) = 2n 十 1. 这 能 独立 地 被 证 明 吗 ? 存在 任意 长 的 连续 偶 不 
可 摸 数 序列 吗 ? 不 可 摸 数 的 区 间 间 隔 能 是 多 大 ? 


L1]P. Erdos, Über die Zahlen der Form e(0) — n und n — gn), Elem. 
Math, ,28(1973) , 83-86. 
[2] Paul Erdos, Some unconventional problems in number theory, 


Astérisque ,61(1979) ,73-82; Zbl. 399. 10001; MR 81h.10001. 
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B11. mo, Gn) =na, (n) 8988 

Leo Moser 已 经 注意 到 , npa) 唯一 地 确定 7 m nola) 则 不 能 
(gn) Æ Euler BS, I, B27). 例如; malm) =no(n) HF m =12, 
n 一 14 成 立 . 现 在 o GO 的 积 性 保证 了 molm) = no(n) 的 解 有 无 穷 
多 个 ,例如 m = 129,n = 14g, Hg, 42) 一 1 .因此 ,Moser 问 是 否 
有 无 穷 多 组 原始 解 (例如 mx = 12,n = 14 是 原始 解 ), 在 这 个 意义 
上 ,对 任意 的 m” = m/qd,n” =n/d,d>1,(m" ,n' 2 不 是 解 .我们 
给 出 的 例子 是 解 m = 2^ (2 — 1), = 27 Q? — 1) 中 最 小 的 一 
组 ,其 中 2? — 1,27 — 1 是 不 同 的 Mesenne 素数 ,因而 ,这 些 解 仅 知 
道 有 限 个 . 另 一 类 解 是 ; m = 2? X 3 x 5 x (0^ — Dn 92^ x 
5° X 17 X 31, 其 中 2? 一 1 是 除开 3 或 31 外 的 Mesenne RH; p = 
5 在 剔除 公 因 子 31 后 也 给 出 原始 解 . 还 存在 其 他 的 解 ,如 mm = 2* x 
3X 5! X Tin = 2! X 5? Alm = 22 X 5,n = 2 X 11X31. 一 个 满 
JE Gn ny = 1 MBP Am = 2x 5 n= 32x 7, 

Erdos 3U& S. lr n EEES AFB, BRAT 8 no (n) 的 整数 是 
两 两 不 同 的 . f XS AB TERA, mon) = non) WE m <n < ar RY 
个 数 是 cz + ox). 存在 三 个 不 同 数 Lymn fi 100). = metn) = 
no(n) 吗 ?方程 c(a)/a = 0(b) 人 2 存在 无 穷 多 个 原始 解 吗 ? 如 不 限制 
解 为 原始 的 ,Erdos 证 明了 满足 <p<<z 的 解 的 个 数 为 cz 十 o(z)， 
如 限制 (a,5) = 1, 8 ^ MER RGB RE TE TERR. 

Erdos UW. F (ERM € > 0, 方 程 ce(z) ==n 解 的 个 数 小 于 
nen 3€ FLAW it ARP BAT BENE One. 

Hl c, G0 ARE eG) REDLBE ty — 46 28 [pL I) BE, JH e (n) En 
WATA k UREA AD, BA, TERES Fm n mos Om). = noa) 
MIRE k = 0 的 情形 ,我 们 得 到 xd On) = nd G0 有 解 (m,n) = 
(18,27), (24,322, (56,64) 和 (192,224)， 而 且 最 后 一 对 再 添上 
168, 25 t =P AB AR mn fi ld) = má Gn) = nd(n) 成 立 . 此 
Sh md (m) = nd (n) RERS EARI, n) ,例如 ， 

m = QU p,n = gree lg, 
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其 中 pp 和 9g =ut p> 2" 是 素数 .许多 另外 的 解 能 被 构造 出 来 ,例如 
(27,29 x 71), (",3" x 5) 和 (5 ,5 X 13). 

柯 召 和 孙 琦 不 限制 为 原始 解 证 明了 aldin) Y = bp), 
a (o(n))' =bn) YC Æt), a loln) Y =b(d(n))' Ak aloln) Y = 
bn Cd (0) 均 仅 有 有 限 个 解 ,这 里 a,b,s 和 + 均 是 给 定 的 正 整 数 . RU 
a(a(n))' =bn) 是 否 仅 有 有 限 个 解 ? 


[1]P. Erdos ,Remarks on number theory II;some problems on the ø function- 
s Acta Arith. ,5(1959),171-177;MR 2] # 6348. 

[2] 8 (C. Ko) , 孙 琦 , 论 一 类 型 积 性 数论 函数 方程 ,四 川 大 学 学 报 (自然 科学 
版 ),2(1965) ,1— 10. 


B12. oxCz) 一 ceC2a 十 门 的 解 

Sierpinski Fh] RAE 2623 BH n fi oln) = o(n 十 1) ?Hun- 
sucker 等 人 扩充 了 Makowski 以 及 Mientka 和 Vogt 的 表 , 并 且 已 
经 找到 <10? 的 113 组 解 ， | 

14,206,957,1334,1364,1634,2685,2974,4364,--- 
他 们 还 获得 了 与 方程 oa) = oln + D 有 关 的 统计 表 . Mientka 和 
Vogt 问 ,对 怎样 的 如果 有 ),oln) — o 4- D 有 无 穷 多 组 解 ?如 果 
l 是 阶乘 ,他 们 找到 了 许多 组 解 .但 /= 15 和 /= 19 时 仅 有 两 组 解 . 
他 们 又 问 ,对 每 一 个 1 和 m, 是 否 存 在 n 使 s(n) +m =a 十 六 成 
EA 

对 于 o 600 OL B11), 人 们 可 提 相 应 的 问题 . 0, 0). = e, + 1) 
RARE n = 6, AWK F n> 7 有 o0) > ol2n 十 D. 注意 到 
9, (24) = 6,(26) ;Erdos SE o,(n) = o,0 + 2) 有 无 穷 多 组 解 ,并 
且 他 认为 ,asCz) = oln + 2) 完全 没有 解 . 


[1JRichard K. Guy and Daniel Shanks, A constructed solution of a(n) — a(n 
+ 1), Fibonacci Quart. ,12(1974),299; MR 503: 219; ZB1. 287. 10004. 
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[2]John L. Hunsucker , Jack Nebb ,and Robert E. Stearns,Computational re- 
sults con-cerning some equations involving o(n),Math. Student, 
41(1973) , 285-289. 

[3] A. Makowski, On some equations involving functions p(n) and a(n), 
Amer. Math, Monthly,67 (1960) ,668-70 correction, ibid. 68(1971) ,650. 

[4]W. E. Mientka and R. L. Vogt, Computational results relating to prob- 
lems concerning o(n) , Mat. Vesnik ,7(1970) , 35-36. 


B13. 一 个 无 理 数 问题 
22 (ax(za)/al) 是 无 理 数 吗 ? 已 知 对 有 = 1,2, 它 是 如 此 . 
n=) 


{1]P. Erdos and M. Kac, Problem 4518, Amer. Math. Monthly ,60(1953), 
47. Solution, R. Breusch,61(19542,264-265. 


B14. c(g) --o(r) 2o(q-r ifi 

Max Rumney( Eureka, 26 (1963), 12) HESSE ol) + 
gr) — aq +r) 有 无 穷 多 组 原始 解 ? 这 里 的 原始 解 与 B11 中 的 定义 
类 似 . 如 果 9 +r BRK, Mog) +o(r) — o(q 十 7) 仅 有 的 解 是 (g， 
r) = (1,2). WR q +r = pPI p RH, ol) + olr) = 
ol +r) Ngre ERR, Ay 是 素数 , 则 > = 2k, h n 
1,2M. 31 k =1,H p= 2"—1 & Mersenne RM, q = p^ —2^ & 
素数 , 则 方程 有 解 , HUn = 2,3,5,7,13 和 19 是 这 样 的 , Ht = 3, 
没有 解 ,并 且 对 & 一 5 也 没有 ma < 189 OM. k — 7, 二 1 和 3 时 ， 
有 和 解 (q,r,g 十 7) = (5231,2 X 72,732) 和 (213977 ,23 x 72,4632). 
其 他 的 解 是 : 0 o0 = (11,1), (11,3), (19,5), (25,1), (25,9), 
(49,9), (53,1), (97,5), (107,5), (131,5), (037, D, (149,5), 
(257,9), (277,1) , (313,3) 和 (421,3), 满足 g 十 > 一 加 且 户 是 素数 
的 解 为 :a(2) 十 ac(6) = c(8) 和 

7(11638678) + o(2? X 13 X 1123) = 0(2273). 
。59 。 


Erdos 问 , q 十 + 之 X 时 ,0o(q) tor) 二 olg 0) 有 多 少 组 解 
(不 一 定 是 原始 的 ); 它 是 cz 十 o(z) 或 具有 更 高 的 阶 吗 ?如 果 s <s 
«o EH s flies) = o(q) tos; 一 9),9 之 5 有 解 ,那么 序列 {5:} 
的 密 率 是 什么 ? 


[11M. Sogunamma,PhD thesis, Sri Venkataswara Univ. 1969. 


B15. SES jo] El 

Erdos 和 Szekeres WRT xx EE— HER n ;如果 素数 pp RR ny Ip 
4 pian spi > 148545 定 的 .Golomb 定义 这 些 数 为 寡 数 , 且 
得 出 有 无 穷 多 对 相 邻 的 寡 数 . 他 猜想 ,6 不 能 表 为 两 个 寡 数 的 差 , 以 
及 存在 无 穷 多 个 不 能 表 为 两 个 寡 数 差 的 数 . 另 一 方面 ,Makowski 
已 证 明 , 每 一 素数 二 1(mod 8039 RE PEE. ECREXICB 25. Sentance 已 发 
现 ,除开 (5,3) 外 ,还 有 无 穷 多 对 这 样 的 连续 奇 窒 数 . 事实 上 ， 
Golomb 猜想 是 不 成 立 的 ,例如 肖 戎 给 出 6 二 5:.7’ 一 4637. 对 一 般 情 
形 ,Mollin 和 Walsh, £M UE OE 2c WY RAE RAY x? — dy? 
= c 的 解 ,构造 性 地 证 明了 ERRAR RAE, AR 
法 无 穷 . 并 且 这 两 个 寡 数 还 可 以 满足 一 些 条 件 , 例 如 前 一 个 是 平方 
数 ,或 两 个 均 是 非 平方 寡 数 . 

Erdos 用 uf? «uf? < … 表示 那些 素 因 子 的 指数 >k WAFER. 
fi [5] PR ui, — ui? 二 1 是 否 有 无 穷 多 组 不 为 完全 平方 数 的 解 ? 对 
这 个 问题 , 肖 戎 给 出 了 肯定 地 回答 . Erdos 问 存在 常数 c, $E ui” 
Tu? = feu? x 时 的 解数 小 于 Gn d) u 一 ae 一 1 
没有 解 四 ?0 和 一 uf, = 1 uff) — u 没有 联 立 解 四 ?使 ui yen, 
ui? YE BOWE A FETE ERK r 是 多 少 ?Erd6s 猜想 ， (1) 存 在 无 
穷 多 个 三 元 组 ul unu D vui O 成 等 差 数 列 , 不 存在 四 元 组 us P tty 
u; ® WS 2 RO, 且 不 存在 三 元 组 u, st, uus O? 成 等 差 数 列 ; 
C2)u 十 ww” 二 wl? 有 无 穷 多 组 解 ,但 是 ,uf + — ui? 最 多 只 
有 有 限 组 解 . 更 一 般 地 ,4 — 2 4 uf? 的 和 至 多 有 限 次 为 uo 503) 每 

。60 。 


一 充分 大 的 整数 是 3 个 必 2 的 和 ,他 要 求 得 到 那些 不 是 3 个 < 之 和 
的 整数 表 . 


[1J 曹 珍 富 (Zhen Fu Cao), 丢 番 图 方程 引 论 ,第 五 章 , 哈 尔 滨 工业 大 学 出 版 社 ， 
1989. 
[2] P. Erdos, Problems and results on consecutive integers, Eureka, 
38(1975-76),3-8. 
[3]P. Erdos and G. Szekeres, Uber die Anzahl der Abelschen Gruppen 
gegebener Ordnung unduber ein verwandtes zahlentheoretisches Proble- 
m, Acta Litt. Sci, Szeged ,7(1934) ,95-102, Zbl. 10,294. 
[4]S. W. Golomb, Powerful numbers, Amer. Math. Monthly, 7170970), 
848-852; MR 42111780. 


[5]Andrzej Makowski, On a problem of Golomb on powerful numbers, 
Amer. Math. Monthly ,79(1972) ,761. 

L6]R. A. Mollin and P. G. Walsh, Proper differences of nonsquare powerful 
numbers, C. R, Math. Rep. Acad. Sci, Canada, 10(1988),2 i11— 76. 

[7 TW. A. Sentance ,Occurences of consecutive odd powerful numbers, cer. 


Math. Monthly ,88(1981) , 272-274. 


[8] 孙 琦 (Q. Sun), BZA, KF — Me XE S d AH D JI] RRC ER BED. 
26(1989,3277 — 282. 


[9] X CR.Xiao) ,关于 宕 数 的 几 个 问题 ,数学 研究 与 评论 ,3(1987),408 一 
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B16. e- 完 全 数 

WER n= piepe, H dln Rd = pi per ph, SER blaa <j 
<r), ÆA ,Straus 和 Subbarao Tk d Jin 的 指数 因子 (e- 因子 ). 如 
A O(n) = 2n, Ki o.n) 是 的 指数 因子 之 和 ; 则 他 们 称 这 样 的 
Æ e- 完全 数 .一些 e- 完全 数 的 例子 是 ， 
25 x 35, 2 2x3 x5, 2x3 x5, 2x3 X1l 
2X3x5x115,25x 3 X 7? X 133,28 X 3? X 5 xT x 13°, 

2 x 3 X5'x T x 13%, 25 x 3! X 5 x 7? x 139? 
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和 
2283X32X52X72X112X132X192X372X792X1092X1572X3132?， 

设 x 是 无 平方 因子 , 则 olm) =m. 因此 ,如 果 n 是 e- BER, 
m 为 无 平方 因子 数 且 《m,n) 二 1, 则 mn 是 e- 完 全 数 . 因此 ,下 面 只 考 
ERABI) 的 e- 完全 数 . 

Straus 和 Subbarao 证 明 :不 存在 奇 e- 完全 数 . 事实 上 ,对 任意 
整数 上 之 1, 不 存在 满足 0.(n) = kn 的 奇数 n. 他们 还 证 明了 ,对 于 每 
-Ar RE r 个 素 因子 的 知 数 e- 完全 数 的 个 数 是 有 限 的 . 

l Hagis Jr. 证 明了 ;e- 完全 数 的 密 率 是 0. 0087.. 他 还 得 到 与 指数 
因子 有 关 的 其 它 一 些 结果 . 

存在 不 能 被 3 整除 的 e- 完全 数 吗 ? 

Straus 和 Subbarao 猜想 , 仅 有 有 限 个 e -完全 数 不 能 被 给 定 的 
素数 p 整除 . 


LiJPeter Hagis Jr. ,Some results concerning exponential divisors, Internat. 
J. Math. Sci. , 11(1988),2:343— 349. 

[2]E. G. Straus and M. V. Subbarao,On exponential divisors, Duke Math. J. 
41(1974),465-471; MR 50 # 2053. 

[3]M. V. Subbarao, On some arithmetic convolutions, in The Theory of 
Arithmetic Functions, Springer-Verlag ,New York ,1972. 

[4]]M. V. Subbarao and D. Suryanarayana, Exponentially perfect and unitary 
perfect numbers , Notices Amer. Math. Soc. ,18(1971) , 798. 


B17. d(n)=d(n+1) H 

存在 无 穷 多 个 4 使 4(n) = d(n + 1) 了 ?例如 2 一 2,14,21， 
26,33,34,38,44,57,75,85,86,93,94,98,104,116,118,122,133, 
135,141,142,145,147, Bf, d (n) = d(a + 1) 都 成 立 , 在 这 些 例 
中 , 有 许多 是 从 恰 有 两 个 不 同 素数 乘积 的 连续 数 对 中 产生 的 . 人 们 
猜想 使 连续 的 三 个 数 n,n 十 1, 十 2 都 怡 是 两 个 不 同 素数 乘积 的 n 
有 无 穷 多 个 . 例如 ,n = 33,85,93,141,201,213,217,301,393, 
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445,633,697,921,… 显然 不 可 能 有 四 个 这 样 的 连续 数 , 因为 其 中 
必然 有 一 个 被 2 整除 . 但 我 们 有 一 个 直观 的 猜想 ;有 无 穷 多 四 个 连 
续 数 ,它们 都 恰 含 两 个 不 同 素 因子 . 此 外 ,具有 相同 因子 个 数 的 连续 
数 的 长 序列 是 存在 的 ,如 : 

d(242) = d(243) = d(244) = d (245) = 6 
和 
d(40311) = d(40312) = d(40313) = d(40314) = d(40315) = 8 
那么 ,这 样 的 序列 能 有 多 长 呢 ? 


L1JP. Erdos and L. Mirsky ,The distribution of values of the divisor function 
d(n),Proc. London Math. Soc. ,(3)2(1952) , 257-271. 

[2]M. Nair and P. Shiu, On some results of Erdos and Mirsky, J. London 
Math. Soc. ,(2)22(1980) , 197-203; and see ibid, 17(1978) 228-230. 

[3]A. Schinzel, Sur un probléme concernant le nombre de diviseurs d'un 
nombre naturel, Bull. Acad. Polon, Sci. Ser. sci. math. astr. phys. , 
6(1958),165-167. 

[4]A. Schinzel and W. Sierpinski, Sur certaines hypothéses concernant les 
nombres premiers, Acta Arith. ,4(1958),185-208. 

L5] W. Sierpinski, Sur une question concernant le nombre de diviseurs pre- 


miers d'un nombre naturel, Collog. Math. ,6(1958) 209-210. 


B18. 相同 素 因 子 问题 

Motzkin 和 Straus 提出 求 所 有 的 数 对 n,n {8m Fin +1, 
nfim+ 1 分 别 有 相 同 的 不 同 素 因子 的 集合 . 人 们 一 直 认 为 这 样 的 
数 对 必定 形 如 zm = 2 + 1,9 m* - 166 —0,1,2,70, H8I J.H. 
Conway RAM, WR m =5X7,n+1=5 xX 7, Rn =2 X 3',m 
十 1 一 2 X3?, 才 改变 了 这 个 看 法 .那么 还 有 其 他 的 吗 ? 

类 似 地 ,Erdos [8], ARIF m = 2! — 2,n = 2 (2 — 2) 外 ,是 否 还 
有 其 他 的 数 mnm <n) fim Sn UL m +1 An +1 HBA 
同样 的 素 因子 ?Makowski RE m = 3 X 5n = 3°X5,H m+] 
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= 2 x19.5-- 125 x 19. 2 (p E BLU We HE AB A A D 
用 背景 的 不 多 . 

Pomerance S94: Afr Zr n > 1 fin fo Q0 有 同样 的 素 因 
子 . 这 还 没有 证 明 . 


[1]A. Makowski, On a problem of Erdos. Enseignement Math. , (2) 14 
(1968) ,193. 


B19. JE bt] kx 2" - 189 RA 

一 些 人 研究 了 Cullen XX n X 2" -- 1, E XS T n= 141 外 ,对 2 
‘<n<1000, 它 均 是 合 数 . BA Cullen 数 中 到 底 有 允 少 素数 ?有 限 
的 还 是 无 限 的 ?很 容易 证 明 , 有 无 限 多 个 Cullen HEAR, fi My n 
= ] (mod 6) 时 Cullen 数 均 被 3 整除 . 根据 Fermat / m 8, 24 p E 
奇 素数 时 ，( —1)2? 2 +1 Mp — 2) * 2? 十 1 均 能 被 2 除 尽 . 
所 以 Cullen 数 非 常 可 能 是 合 数 . 

Riesel 18 Zl , BIZ AYRE n X 2" 一 1 在 «: 110 H3 245 n = 2,3, 
6,30,75 和 81 时 是 素数 . 

WIE AMA HR 2" 十 1 对 于 某 些 正 整数 为 素数 ,和 N(x) 是 这 
Ho TE RA LI 的 个 数 ,Sierpinski BW BAA CL F12) 证 明 ， 

N(x) Bi x 趋向 无 穷 ,例如 ,如 果 

k = 1 (mod 641 X (2% — 1)) 和 & 三 一 1(mod 6700417), 
那么 ,序列 &. 274-10 一 0,1,2,…) 的 每 一 个 数 均 至 少 能 被 素数 
3,5,17,257,641,65537 和 6700417 中 的 一 个 整除 . 他 注意 到 ,对 于 
k 的 特定 的 其 他 值 , 均 有 3,5,7,13,17,241 中 的 一 个 整除 
ke 十 1. 

Erdos 和 Odlyzko 已 证 明 : 


d — cae N(x) Seo. 


使 &* 2" +1 BRAD n ABAD RU k 是 什么 ? Selfridge 发 
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30,3,5,7,13,19,37, 734 BE E ER 78557 X 2" 十 1. 他 又 注意 到 ,对 
k «383, AEN 2" 十 1 的 素数 , 且 383 X 2 十 1 对 所 有 7 过 
2313 为 合 数 . N. S. Mendelsohn 和 B. Wolk 改进 这 一 结果 到 n < 
4017, 但 是 ,最 近 ,Hugh Williams 找到 了 素数 383 X 2999 4- 1. 
似乎 最 小 值 的 确定 能 用 计算 机 来 完成 . Baillie, Cormack 和 
Williams 作 了 大 范围 的 计算 ,发 现 了 若干 个 形 如 .2” 十 1 的 素数 ， 
其 中 包括 
k = 2897,6313,7493,7957,8543,9323 
和 
n = 9715,4606,5249,5064,5793,3013, 
TE FE IF 1184 /]F 78557 RES 3. 这 些 数 中 的 头 8 个 是 
k = 3061,4847,5297,5359,5897,7013, 7651 #18423. 
对 于 这 些 k, 已 知 各 自 当 
n 16000,8102,8070,8109,8170,8105,8080 和 8000 
时 没有 素数 存在 . 


[1]G. V. Cormack and H. C. Williams, Some very large primes of the form « 
2" + 1, Math. Comp. ,35(1980) 1419-1421; MR 8li:10011. l 

[2]P. Erdós and A. M. Odlyzko,On the density of odd integers of the form ( 
P — 122^" and related questions, J. Number Theory ,11(1979) , 257-263. 

[3] J. L. Selfridge, Solution to problem 4995, Amer. Math. Monthly, 

70(1963) ,101. 

[4 ]W. Sierpinski, Sur un probléme concernant les nombres k 。 2" + 1, Elem. 
Math. 151960) 73-741 MR 221t 7983, corrigendum, ?bid . 17(19625,85. 

[5] W. Sierpinski, 250 Problems in Elementary Number Theory, Elsevier, 
New York,1970,10. 64. 


B20. 将 n 12Y RR EX, SE A se 38 
Straus, Erdos 和 Selfridge 提出 , 试 将 n 138 An 个 因子 的 乘 
内, 且 要 求 最 小 的 一 个 因子 ! 尽 可 能 大 . 例如 ,对 nn = 二 56, 有 7 二 15， 
2 65 . 


因为 

561 =15X 16? X 17° 18° X19? x 207 x 219 X 22° X 23! x 264 

x 29X31 X 37 X41 X43 X47 X 53. 

Selfridge 有 两 个 猜想 : a) RFF n = 56, 均 有 /之 [2n/7 802 对 
n > 300000, 4 122 n/3 (如 果 此 为 真 , 那 么 ,300000 能 被 更 小 的 代替 
13?)3f Erdos ,Selfridge 和 Straus Gik A], X} F n > n, =n, Ce), 
Al>n/le +e). 从 Stirling 公式 看 ,显然 它 是 可 能 达到 的 最 好 结 
JR. Straus 仅 借助 变化 2 的 寡 的 位 置 已 证 明 ! 3a/16. 显然 ,!/ den 
的 单调 函数 (当然 ,尽管 不 是 严格 地 ). 另 一 方面 , ! 不 取 遍 所 有 整数 
值 ,对 x = 124,125, 7 分别 是 35,37. Erdos 问 , 7 值 中 的 间隔 能 是 多 
大 呢 ? 对 任意 大 的 范围 , 7 能 是 常数 吗 ? 

Alladi 和 Grinstead 表 "1! 为 素数 寡 的 乘积 ,每 一 个 均 如 mao 一 
HK, Hi aln) = max 9) ,他 们 证 明 Tlima(n) =e) = a, 其 中 
c= » Ln n k D 

因此 , a —0. 809394020534---. 

fBügni—alareabrm2aBmaimeemalmi—4X 
凡 的 例子 是 ai —2,1:-a,!1 —1,n =a,!+a,! . Dean Hickerson 注意 
到 , 当 ” 委 410 时 , 仅 有 的 非 平凡 例子 是 9! 一 71313121,10! — 7161 
— 7151308 161 = 1415121 ,他 问 还 有 其 他 的 例子 吗 ? 

Erdos 注意 到 ,如 p(n) 是 的 最 大 素 因子 , 且 如 果 已 知 p (nn 
十 1))/inn 随 ?2 趋 于 无 穷 , 那 么 仅 有 有 限 个 非 平凡 例子 吗 ? 

Erdos 和 Graham 已 经 研究 了 方程 风 = alar ea], WIE 
义 集合 记 是 整数 m 的 集合 ,这 里 m =a, >a,> + >ar Lk) H 
于 某 些 y 满 足 方程 D, 为 Fi 一 FF_1, 则 可 得 到 各 种 结果 ,例如 ,对 于 
几乎 所 有 素数 p,13p 不 属于 Fs, A Ds 的 最 小 元 素 为 527. 如 果 
D, (Cn) 是 D, 中 的 元 素 <n 的 个 数 ,他 们 说 ;不 知道 Di(n) 增长 的 阶 
28 f8 2 48113838 Do (0). > cn, 但 不 能 证 明 它 . 
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B21. [1 ,中 的 某 些 最 大 子 集 
考虑 [1,n) 中 没有 一 个 元 素 能 除 尽 其 他 任何 两 个 元 察 的 子 集 . 
假设 FG) 是 这 样子 集中 的 最 大 子 集 的 元 素 个 数 ,Erd6s 问 f(n) 能 
有 多 大 ?如 取 [m 十 1,3m 十 2], BR, G0 为 (2n/3) . D. J. Kleit- 
man 证 明 , 如 取 [11,30j], 且 [11,30] 中 不 含有 18,24,30, 但 它 允 许 
包含 6,8,9 和 10, 则 f (29) — 21. 但 是 ,该 例子 似乎 不 一 般 化 ,事实 
上 ,Lebensold 已 证 明 , 如 x 很 大 , 则 
0. 6725n xz f(n) < 0. 6736n. 
相应 地 ,在 不 超过 的 数 中 ,寻找 一 最 大 集合 ,该 集合 中 没有 一 
个 元 素 能 是 其 他 二 元 素 的 倍数 . 上 述 Kleitman 的 例子 也 能 用 于 这 
个 问题 . 更 一 般 地 ,Erdos 问 ,不 超过 n 且 没 有 一 个 数 能 被 其 他 上 个 
数 除 尽 的 数 的 最 大 个 数 是 多 少 (k > 2) 034 k — 1, 答 案 是 (x/2). 
Bateman [8] 31 = (2 一 1)/(2 一 1) = (5 一 1)/(5 一 1) BBE 
仅 有 的 可 用 多 于 一 种 方式 表达 为 (p" 一 1)/(p" 一 D 的 素数 ,其 中 必 
HRM Ar >3,d>1. FAMAT? = (2: 一 1)/(2 一 1) = 
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(= 8) —1)/C— 3 — D Bé RAER SPAY < 107? 的 这 样 的 素 
di. m3 p FE RBC HR FERE, HN ELE [810] Goormaghtigh 问题 
LAT. AA AR8191 = (22—1)/0(2—1) = €90 —10/(90— D. HN 
SEREREK ON) RRB N — Ltr tar pen + cmm 
的 正 整数 解 的 个 数 , 则 有 一 个 至 今 没 有 解决 的 猜想 ; 除 入 = 31, 
5191 外 必 有 5CN) <1. Shorey 证 明了 , 当 y 为 偶 且 NN 一 1 含有 至 多 
“个 不 同 素 因子 时 ,猜想 正确 , 同时 ,他 还 证 明了 ， 
[Px eN — 1) — 3,0), 4 o(N —1) <4 
(2a(N — 1) 一 4, 其 它 
ARo ) 表 不 同 尝 因子 的 个 数 . 

E. T. Parker 注意 到 ,如 果 能 证 明 Cp? — 1)/Cp 一 1) 不 整除 (9 
- D/& D WTR SEP pag 是 不 同 的 奇 素数 , 则 Feit 和 Thomp- 
"on ATAMI 群 是 可 解 的 完 长 的 证 明 可 以 缩短 . 事实 上 ,已 有 人 这 样 

想 , 这 两 个 表达 式 是 互 素 的 . 但 Nelson M. Stephens # EL, 4 p = 

105.4 二 3313 时 ,他 们 有 公 因 子 229g 十 1 = 112643. Mckay 3f p < 
53X10°, HERI T p? + p + 143% — 1. 

Erdos 问 ,使 整数 aa Sa Se la Sn) 中 没有 /个 两 两 互 
未 的 最 大 的 类 是 多 少 . 他 猜想 ,这 个 & 便 是 不 超过 二 上 且 有 前 ! 一 1 个 
内 数 中 的 一 个 作为 其 因子 的 整数 个 数 . 他 说 ,容易 证 明 ! 二 2 时 的 情 
JÉ WEE? = 3 时 的 情形 也 不 围 难 . 但 是 ,他 为 此 猜想 的 一 般 解 决 提 
供 10 美元 奖金 . 

相应 地 ,人 和 们 第 求 [1,n] 的 最 大 子 集 , 它 的 元 素 两 两 最 小 公 倍 不 
起 过 .如 g(r) 是 这 样 最 大 子 集 的 元 素 个 数 , 则 Erdos 证 明了 : 


SON) xz 


n — 2 < gn) s 2n, 


3 

PUT 

其 中 , 头 一 个 不 等 式 在 取 从 1 到 (2/2) 30A Q/20 7 Bl] C281? 的 偶 
整数 时 均 成立 , Choi 改进 上 界 到 1. 638277, 


[1]P. T. Bateman and R. M. Stemmler , Waring's problem for algebraic num- 
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ber fields and primes of the form C€ j^ — 1)/Cp? — 1) IHlinois J. Mat ， 
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[4]Ted Chinburg and Melvin Henriksen , Sums of Ath powers in the ring of 
polynomials with integer coefficients, Bull. Amer. Math, Soc. ,81 
(1975) ,107-110. 
[5]P. Erdos, Extremal problems in number theory, Proc. Sym pos. Pure 
Math. Amer. Math. Soc. ,8(1965) 181-189; MR 301t 4740. 
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[9] N. M. Stephens, On the Feit- Thompson conjecture, Math. Comp. . 
25(1971),625. 


B22. n+k PRA n-FiCOSC IO REEL LP 

Erdos 和 Selfridge Æ X vn; &) JJ n +k thin tio <i 
«0 RAF UIT C 0s G0 A TAT k 20 fit o (n LE) 的 最 大 值 . 
BBA sv) BB n $a oc 吗 ? 他 们 证 明 , 除 开 1 和 16 外 ， 
X BUS n 均 有 内 (2) > 1. 更 一 般 地 ,定义 00) H oQ 5) Waal A > 
UR CAL BBA o (n). Bl n Za oo Wh? CES E E] v 00 = 1 Uf 
有 限 组 解 . KEE y(n) = 1 的 最 大 1 为 n = 330. 

1i (3368 V Ck) K pl (n + 2) Pn +O <i Lo 的 
RK p BTE AV Cn) ARH RLV Qu E) 的 最 大 值 ,那么 ， 
Vil) = 1 RAA RAG 24b YE n = 80 是 最 大 的 解 . 使 Teca) = 
成 立 的 最 大 的 是 多 少 ? 
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”他们 的 论文 还 给 出 了 若干 更 进一步 的 问题 . 


[1]P. Erdos and J. L. Selfridge, Some problems on the prime factors of con- 
secutive integers, Illinois J, Math. ,11(1967) ,428-430. 
[2]A. Schinzel, Unsolved problem 31, Elem. Math. ,14(1959) ,82-83. 


B23. 连续 数 因子 问题 

Selfridge 问 , 存 在 ”个 连续 整数 ,每 一 个 都 有 <n 的 两 个 不 同 
素 因 子 或 相同 素 因 子 吗 ? 他 给 出 两 个 例子 ， 

aja +11 +i <ign=115), ha =0(mod 2? x 3? x 
5 X T X 11) 且 对 每 个 素数 0,13 << 113 Ha + p = 0(mod 
05. | 
bja 十 31 +i Lon = 13290 HEM E 4G — p37 Lp 
< 1327 Ha + p =0(mod p) Haz 0(mod 22x 3 x 5x f? x 
11? X 13? X 17? X 19? x 232.% 29? X 312), 

很 难 找到 这 样 的 ”个 连续 数 ,其 中 每 一 个 均 能 被 小 于 ， 的 两 个 
不 同 素数 或 小 于 /2 的 一 个 素数 的 平方 整除 ,尽管 Selfridge 相信 用 
计算 机 能 找到 这 样 的 数 . 

这 与 下 面 的 问题 有 关 : 找 到 ”个 连续 整数 ,每 一 个 均 有 一 个 其 
他 ”一 1 个 数 乘 积 的 复合 因子 . 如 果 放 宽 复 合 条 件 , 仅 求 比 1 大 的 因 
子 , 则 2184 +70 Si Sn = 17) 是 一 个 著名 的 例子 . 

Erdos ,Graham 和 Selfridge 希望 找到 最 小 的 如 ,使 整数 mm 十 
1,… sn 十 二 的 子 集 中 的 元 素 乘 积 为 平方 数 ( 此 子 集 至 少 应 有 两 个 元 
JO. Thue-Siegel 定理 推出 当 n -> co irf t, 一 oo 的 速度 远 比 dn n) 
的 快 ,这 里 < 是 正常 数 . 

换 句 话说 ,对 每 个 c, 存 在 mo 使 对 于 每 一 个 n> 之 x6,][ai Rol o 
«a xxm a, <n + n 2) (k= 1,2, 的 值 都 是 不 同 的 码 ? 他 
们 证 明了 ,对 于 c < 2， 上 述 为 真 . 

关于 连续 数 的 Grimm 猜想 见 B25. 
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B24. 二 项 式 系数 
Earl Ecklund, Roger Eggleton, Erdos 和 Selfridge 记 二 项 式 
系数 [| o i/i a- O UERUV RU HARE ESN 


A, MV 的 每 个 案 因 子 均 大 于 k. n 2 2k tt LABS HEU 
>V, RAE k= 3,5, 或 7 时 的 所 有 这 些 情形 . 

S. P. Khare 列 出 了 nn 二 551 时 的 全 部 情形 :k= 3,n — 8,9,10， 
18,82 和 162;2 = 5,2 = 10,12 8 28;4 = 7,n = 21,30 1 54. 


Erdós ZERA, AEn > 4, 仍 不 清楚 | | 是 否 是 无 平方 因子 
Be 二 eln), 这 里 e 满足 al M , 现 也 不 知道 是 否 随 趋向 00. 


另 一 方面 ,他 否定 不 了 e 半 c lnn. 
Wolstenholme 定理 告诉 我 们 ,如 果 n 是 大 于 3 的 素数 ,那么 


| 2 7 +) = 1 (mod n*), James P. Jones [8] 25 36 MM UAT. 


. 7l- 


关于 二 项 式 系数 的 = ni/ki(n — EMSANT n RABE, 


Erdos 1E H, BRRR, CEDE n/k 3E EORR EC <1 
和 充分 大 的 n, 在 cn 入 之 间 也 许 存 在 一 个 这 样 的 最 大 因子 ， Mari- 
lyn Faulkner 证 明 , 如 果 p 是 > 25 ARDER, H n >p, WRF 


(3 MET ZH 有 一 个 之 p 的 素 因 子 Earl Ecklund 证 明了 ， 


d n> 2k > 2,50 ”除开 | ? ?| 外 ,有 来 因子 p < n/2. 
John Selfridge i in n 之 如 一 1 那么 ,除了 例外 情形 


WEA BEEN < n/ ee ee ee 
tt 
— S - 11 X BT. MR BBR AR OI n Sk + 3, 则 这 些 例 
外 也 将 被 包括 进去 . 

由 Sylvester 和 Schur 独立 发 现 的 一 个 经 典 定理 知 , 个 比 k 大 
的 连续 整数 的 积 必 有 比 有 大 的 素 因 子 . Leo Moser 猜想 , Sylvester 
—Schur EAH FRA F=1 (mod 4) 成 立 , 也 就 是 说 ,& 个 比 和 大 的 
连续 整数 之 积 有 大 于 & BOXES T1 (mod 4). 可 是 ,Erd6s 认为 此 
猜想 不 成 立 . 

5m 十 3 


Neil Sloane 注意 到 —3— “| 总 是 整数 且 问 推广 到 


的 情况 如 何 , 从 Catalan 数 —L (7| 知 ,这 种 推广 可 能 是 
存在 的 

£0) 是 不 能 除 尽 | PP] 的 小 于 的 那些 素数 的 倒数 和 . Erds 
等 人 猜想 , 必 存 在 绝对 常数 <, 使 Cn) < < 对 所 有 成立, Erdos th 
靖 想 ,对 > 4， | | 决 不 是 无 平方 因子 . 因为 除 = DAR 


u[?) aneze? arer. 
。72 。 


Erd6s 又 猜想 ,对 上 之 8,2 不 是 3 的 不 同等 的 和 [2 = 3° + 3? 
2t: 342 2n 

31) daos Rr o 有 31{ 7s]. (282) (7 中 
不 能 被 奇 素数 的 平方 除 尽 的 最 大 数 吗 ? 

Graham 3j (5 2. 105] 二 1 是 否 出 现 无 穷 多 次 这 一 问题 的 解 
决 提 供 100 美 元 的 奖金 .Kummer 知道 , 当 满 足 这 一 条 件 的 n 用 3,5 
或 7 进 制 表示 时 , 将 分 别 仅 有 数字 ;0,1;0,1,2; 或 0,1,2,3.H. 
Gupta Ñ S. P. Khare 找到 了 小 于 72 的 14 个 这 样 的 2 值 ;1,10,756， 
757, 3160, 3186, 3187, 3250, 7560, 7561, 20007, 59548377 和 
59548401. Peter Montgomery, Khare 和 其 他 人 找到 了 许多 更 大 一 
BEA n. 

Graham, Erdos, Ruzsa 和 Straus 证 明了 ;对 于 任意 的 两 个 不 
FEE poo ,存在 无 穷 多 个 > 使 | | | ,pq]= 


如 果 gin) 是 2 annans, 那么 gC3160) = 13 且 对 于 
3160 <n « 10"? 4i gln) « 
如 果 Has BACH AAM FERALOLI AR RR 


WI 那么 Erdós I], 34 nD 2k I]. H, 是 否 对 所 有 大 为 真 ?Schinzel 


给 出 了 一 个 反例 : n 二 99215,& —15. 如 果 H, RR Ha WAH n 
真 的 命题 ,那么 Schinzel 证 明了 对 于 二 15,21,22,33,35,45,55， 
63,65,69,75,77,85,87,91,93,95 和 99, H, 均 是 错 的 . Schinzel 问 
是 否 存 在 无 穷 多 个 这 样 的 & ,Erdos 证 明了 它 的 存在 性 . Schinzel 对 
所 有 的 其 他 & 委 32 ,证 明了 Hi 为 真 ,并 问 ,是 否 存 在 无 穷 多 个 , 它 
AER SE (818. H, 为 真 . 他 猜想 不 存在 . 


C1JE. F. Ecklund,On prime divisors of the binomial coefficient, Pacific J. 
Math. 29(1969) 267-270. 
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[6]P. Erdos and G. Szekeres, Some number theoretic problems on binomial 
coefficients, Austral. Math. Soc. Gaz. ,5(1978),97-99 ; MR 80e,10010. 
[7]M. Faulkner, On a theorem of Sylvester and Schur, J. London Math. 
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C8] L. Moser, Insolvability of | ^| = | ra) | 2] Canad. Math, Bull. , 
6(1963),167-169, 

[9] A. Schinzel, Sur un probléme de P. Erdos, Colloq. Math. , 

5(1957-58)198-204. 

[10]I. Schur, Einige Satze über Primzahlen mit Anwendungen and Irreduzi- 
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B25. Grimm 猜想 
Grimm RE, WR n+ lat 2, n 十 上 都 是 合 数 ,那么 存在 
不 同 素数 pi, ,使 Plat NAF Kk) 成 立 . 例如 
1802,1803,1804,1805,1806,1807,1808,1809 和 1810 
能 够 分 别 被 
274 ， 


53,601,41,19,43,139,113,67 和 181 

除 尽 , 而 
114,115,116,117,118,119,120,121,122,123,124,125 和 126 
fr E SESE19,23,29,13,59,17,2,11,61,41,31,5 和 7 BR. 

Erdos 和 Selfridge 欲求 Fn) 的 估计 ,这 里 f(n) 取 最 小 数 ,使 
对 每 一 个 m, 在 [mm 十 1,m 十 fi»] 中 有 不 同 的 整数 91503, *** d.) 
WE pilai, 其 中 p; 是 第 i 个 素数 . 他 们 俩 与 Pomerance 证 明了 对 于 
Xn 

(3 — e)n x; f (n) « n?" (In n). 
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[2]P. Erdos and C. Pomerance, Matching the natural numbers up to n with 
distinct multiples in another interval, Nederl. Akad. Wetensch. Proc. Ser. 
A 83(= Indag. Math. 42)(1980),147-161. 

[3] Paul Erdos and Car! Pomerance, An analogue of Grimm’s problem of 
finding distinct prime factors of consecutive integers, Utilitas Math. , 
191981). 

[4JP. Erdos and J. L. Selfridge. Some problems on the prime factors of con- 
secutive integers II, in Proc.Washington State Univ. Conf. Number 
Theory, Pullman,1971,13-21. 

[5]C,A. Grimm, A conjecture on consecutive composite numbers, Amer. 
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[6]Michel Langevin, Plus grand facteur premier d’ entiers en progression 
arithmétique ,sém. Delange-Pisot-Poitou , 18 (1976/77) Théorie des nom- 
bres, Fasc. 1, Exp. No. 3(1977); MR 81a;10011. 

[7]JCarl Pomerance, Some number theoretic matching problems, in Proc. 
Number Theory Conf, , Queens Univ. „Kingston, 1979, 237-247. 

[8]K. T. Ramachandra, N. Shorey, and R. Tijdeman, On Grimm’ s problem 
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relating to factorization of a block of consecutive integers, J. reine 


angew. Math. ,273(1975) ,109-124. 


B26. 连续 数 之 积 的 相同 素 因 子 

假设 G0 是 这 样 的 最 小 整数 , 它 使 得 4,x +l, n d Sin) 中 
至 少 有 一 个 能 除 尽 其 他 数 之 积 . REREH SND =k, BER 
&! 有 f(n) > & Erdos 证 明了 ; 

fn) > exp(din 2)775 
对 于 无 穷 多 的 ^ 成立, 但 似乎 很 难 找到 /(n) 的 一 个 好 的 上 界 ， 

Erdos [a], 34 k 22722 3 b (m 4- 1) 6m 4-2) (m +h) 5 (n + 
10 + 2»): + 4) 是 否 无 穷 多 次 地 含 相同 的 素 因 子 . 

例如 ,2X3X4X5x6X7X8x9Xx10,14X15X16 与 48X49X 
50, 还 有 2X3X4X5X6X7X8X9X10X11X12 与 98 X99 X 100. 
对 二 /之 3, 他 猜想 ,这 仅 发 生 有 限 多 次 . 

WMR LO E) Èn t Lyn 十 2，… 和 9 十 下 的 最 小 公 倍 数 ,那么 ， 
Erdos 猜想 ,对 129 1,1 >m +k, LOn 4) = LO D 仅 有 有 限 个 解 ， 
他 间 是 否 存在 无 限 多 个 4 使 对 所 有 (1 E <n), RIA LS) > 
Li — kk). 使 此 不 等 式 反 号 的 最 大 二 (n) 是 多 少 ? 他 注意 到 ， 
BREH RG) = o60 ,而 且 认 为 这 可 能 是 正确 的 . 他 预测 ,对 每 个 
€2 0 fln > nE), A k(n) 过 n+: 成立 ,但 是 不 能 证 明 它 . 


[1]P. Erdos, How many pairs of products of consecutive integers have the 


same prime factors? Amer. Math. Monthly ,87 (1980) »391-392. 


B27. Euler 函数 
Euler 函数 Pm) 是 不 大 于 2 且 与 2 互 素 的 正 整数 的 个 数 , 例 如 ， 
90) 一 82) 一 1,8(3) = ea) = 96) 一 2,8(5) = G8) = p(10) 
= P12) = 4,90) = 99) = 6. 那么 ,存在 无 穷 多 对 相 邻 数 nn + 
LER) 一 Ya 十 1) 成 立 吗 ?例如 ,2 一 1,3,15,104,164,194，,255， 
°76° 


495,584,975 WA p(n) = ea +1). 但 是 我 们 不 知道 19: 十 1) 一 
9) | <n && X8 — e 0 有 无 穷 多 组 解 ? 

Schinzel 猜想 ,对 于 每 一 偶数 k AE qn +k) = Ka) 有 无 穷 
多 组 解 . 他 注意 到 ,为 奇 时 的 对 应 的 猜想 是 不 可 信 的 . 对 & 一 1， 在” 
<10'H eX +k) = pln) 有 18 个 解 .而 对 k= 二 3, 在 同样 范围 内 仅 
有 两 个 解 n = 3 和 2 — 5. D.H. Lehmer 把 范围 推 到 < 10°, B3J 
二 1, 找到 59 个 解 ,但 对 二 3 , 仅 找 到 两 个 . Sierpinski 已 证 明 , 对 
每 一 个 上 值 , pn +k) = ga) 至 少 有 一 个 解 . Schinzel f Wakulicz 
证 明 , 对 于 过 2 X 10" ,对 每 个 上 方程 至 少 有 2 个 解 . Makowski 证 
Bj ,对 每 个 上 方程 wa +k) = 2900 至 少 有 一 个 解 . 

两 个 奇特 的 情形 是 MK25930) = 9(25935) = 9(25940) = 
9(25942) = 2734 及 (404471) = 9(404473)'— #404477) = 2 ， 
3? «5? «7. 

B n HERR, IR eC) =n BUS HR WW BK n 是 Nontotients. 例 
Wn = 14,26,34,38,50,62,68,74,76,86,90,94,98 均 是 Nonto- 
tients. Lehmer 计算 出 小 于 y 的 Nontotients 的 个 数 #(y ) 如 下 : 

y 10 10 2X10 3x10! 4X10 5x10 

6X10* 7X10" 8X10 9x10 
#(y) 210 2627 5515 8458 11438 14439 
17486 20536 23606 26663 

Bn HERS, MR Bx — e) = n EHF, WM BK n H Nonco- 
totients XX. 例如 = 10,26,34,50,52,58,86,100 25  Nongoto- 
tients &.Sierpinski 和 Erdos 猜想 存在 无 穷 多 个 Noncototiens Ln 


[1]P. Erdos, Über die Zahlen der Form e(n) — n andn 一 p(n) , Elem. Math. , 
28(1973) , 83-86. 

[2] Andrzej Makowski, On the equation pln + &) = 290 , Elem. Math. , 
29(1974),13 

[3]A. Schinzel, Sur 1’ équation g(x + k) = Kr), Acta Arith. ,4(1958), 
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181-184; MR 21# 5597. 

[4]A. Schinzel and A. Wakulicz, Sur l’ équation p(x + k) = Wx) I , Acta 
Arith. ,5(19592,425-426; MR 23 # A831. 

[5 ]W. Sierpinski,Sur un propriété de la fonction y(n), Publ, Math. Debrecen, 
4(1956),184-185. 


B28. Lehmer 猜想 

D. H. Lehmer 猜想 ,不 存在 合 数 n, [818 pa) 为 n — 1 HAF. 
CREK, RAE n Epa) 为 n — 1 B LIST RAM 必定 是 
Carmichael $1 (A13). D. H. Lehmer 证 明了 ;如 果 90D An — 188 
真 因子 , 则 ”至 少 是 7 个 不 同 奇 素数 之 积 . 柯 召 和 和 孙 琦 证 明了 至 少 
是 12 个 不 同 的 奇 素数 之 积 . Lieuwens 已 证 明了 下 列 定理 ,如 3 |n 3E 
An EDA 212 个 不 同 素 因子 且 交 之 5.5 x 105" ; dn n ADR 
.因子 至 少 为 7, 那么 至 少 是 13 个 素数 之 积 . 这 就 取代 并 改正 了 
Schuh 的 工作 . Masao Kishore 已 证 明 无 论 如 何 需 要 13 个 案 数 . Co- 
hen 和 Hagis 则 改进 此 结果 到 14. Pomerance 已 证 明 , 小 于 工 且 使 
Pin) | (n 一 1) 的 合 数 的 个 数 小 于 z+ 最 近 ,Hagis Jr. 证 明了 以 
下 结果 ; (a) 如 果 310, BA n 至少 有 298848 KAM RAF, An > 
197, (b) 如 果 M 之 3, 这 里 MM 是 满足 Mypln) = 一 1 的 正 整 数 ， 
那么 至少 有 1991 个 不 同 素 因 子 且 n 2 10", (c)S(M,t) 是 一 个 
有 限 集合 ,其 中 SCM,t 是 的 集合 ,an 满足;(1)n RAtTAARA 
T:O)Me(Q) =n -1 fH —^ 58 n. 

Schinzel 注意 到 ,如 果 nn = p 2p, Hh p 为 素数 , 则 eG 十 1 
除 尽 ”并 问 逆 命 题 是 否 常 真 ? 

如 果 ERRA n RR Pda) 十 2. WIE n = 4, 它 对 任 
ERR n 均 为 真 吗 ?Subbaro hu RF, WR n 为 素数 ,及 一 4,6, 
22, 则 no(n) = 2(mod 91). 它 对 无 穷 多 个 ， 为 真 吗 ? 曹 珍 富 给 出 
了 一 个 否定 的 回答 , 即 证 明了 no(n) = 2(mod p(n)) 当 且 仅 当 ?2” = 
456,22 及 n 是 一 个 素数 . 
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Subbarao 基于 函数 pg 0) = [ [o — 1), 作 了 一 个 与 


Lehmer 类 似 的 猜想 ,其 中 [| 跑 遍 除 尽 AOA BCH, BD p? ln. 
他 猜想 ,如 p G0] (x — 1) Wn BERRY. 

Ron Graham 作 了 下 列 猜想 : 

对 每 个 ,存在 无 穷 多 个 4 使 pln)| (x 一 £8)? 他 注意 到 , 它 对 k= 
O,& = 2*(a 0) K k — 2'3'(a,b > 0) WH. 
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L9]Fred Schuh, Can n — 1 be divisible by d(n) where n is composite? 
Mathematica , Zutphen B. 12(1944) ,102-107. 

[10]M. V. Subbarao ,On two congruences for primality, Pacific J. Math. , 
52(1974), 261-268; MR 50# 2049. 

(11 ] David W. Wall, Conditions for PCN) to properly divide N — 1,4 

Collection of Manuscripts Related to the Fibonacci Sequence ,18th An- 
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niv. Vol. ,Fibonacci Assoc. 205-208. 


B29. pm) =a(n) 5 eG — 9) 

存在 无 穷 多 对 数 m,n 使 plm) = o(n) 吗 ?因为 对 索 数 pP) | 
二 pp 一 1 和 o(p) 一 如 十 1, 所 以 如 果 存 在 无 穷 多 的 挛 生 素数 (A7)， 
那么 该 问题 的 回答 是 肯定 的 . 又 如 果 存 在 无 穷 多 的 Mersenne RH 
(A3) M, = 2? — 1,85 A 0 CM,) = 2 = p2), BE, RFR, A 
时 候 还 存在 许多 不 曾 被 人 们 注意 到 的 解 的 形式 ,如 从 780) = 192 = 
2 (105). 

Erdos 评论 说 ,方程 p(x) = ni 是 可 解 的 , 并 且 ( 除 开 n = 
2)o(y) = niit nr E BU. 

Carmichael 猜想 ,对 每 一 个 n, 似乎 可 能 找到 不 等 于 nn 的 m 使 
得 ym) = pln) 成 立 , 并 且 于 本 世纪 初 , 人 们 曾 认为 此 猜想 已 被 
Carmichael 证 明 . Klee 证 明 该 猜想 对 全 部 不 被 22X 3 RAY n 和 
pin) < 10 时 成 立 . Pomerance 证 明了 ,如果 ”满足 对 于 每 一 素数 
Pop — 1 ERIS p(n), BRITA 产 除 尽 z, 则 是 一 个 反例 . 他 又 能 
证 明 ( 未 发 表 ) 由 Schinzel 的 头 一 个 索 数 p= 1 (mod 9) 小 于 9 的 猜 
想 可 推出 不 存在 ”满足 他 的 定理 . 

Erdos 证 明 , 如 果 g(x) = 上 有 恰 有 s 个 解 , 则 存在 无 穷 多 个 k 恰 有 
s 个 解 , 且 * 二" 对 于 无 穷 多 个 成 立 . 如 果 C 是 使 不 等 式 为 真 的 那 
些 C 中 最 小 上 界 , 则 Wooldridge 证 明了 C 23—2 4/2 >0, 17157. 
Pomerance 用 Hooley 对 Brun—Titchmarsh 定理 的 改进 结果 改进 
它 为 C 之 1 一 625/512e >0. 55092, 且 注 意 到 ,由 Iwaniec 最 近 作出 
的 进一步 改进 使 他 得 到 C > 0.55655, Mill s > A 对 于 无 穷 多 个 有 
成 立 , Erdos 猜想 C =1. 另 一 方面 ,Pomerance MIRA Ts <ek 
exp{— (1 +0(1))In k In In In £/In In k} ;并 给 出 了 此 结果 为 可 能 
达到 的 最 好 结果 的 直观 推断 . 


[1 ]R. D. Carmichael, Note on Euler’s 9-function, Bull, Amer, Math. Soc. , 
LÀ 80 *. 


28(1922),109-110. 
[2]P. Erdos ,on the normal number of prime factors of p — 1 and some other 
related problems concerning Euler's 9-function, Quart. J. Math. Ox ford 
Ser. 6(1935) , 205-213. 
[3]P. Erdos ,Some remarks on Euler's ¢-function and some related problem- 
S, Bull, Amer. Math, Soc. ,51(1945),540-544. 
[4]P. Erdos,Some remarks on Euler’s ¢ function, Acta Arith. ,4(1958), 
10-19; MR 22 # 1539. 

L5] P. Erdos and R. R. Hall, Distinct values of Euler’ s 9 -function, 
Mathematika ,23(1976) ,1-3. 

[5] C. Hooley, On the greatest prime factor of p + a,Mathematika, 
20(1973) , 135-143. 

[7] V. L. Klee, On a conjecture of Carmichael, Bull, Amer. Math. Soc. , 
53(19472,1183-1186; MR 9,269. 

[8]V. L. Klee ,Is there ann for which p(x) = n has a unique solution? Amer. 
Math. Monthly, 76(1969) 288-289. 

[9]Carl Pomerance, On Carmichael’ s conjecture, Proc, Amer. Math. Soc. , 
43(1974),297-298. 

[10]Carl Pomerance, Popular values of Euler*s function, Mathematika 

27(1980) 84-89. 
[11 ]K. R. Wooldridge, Values taken many times by Euler! s phi-function, 
Proc, Amer, Math. Soc. ,76(1979) ,229-234, MR 80g 10008. 


B30. 小 于 nn 且 与 它 互 素 的 整数 间隔 

MR a Sa, <i ag, BNF n SEERA BM, Erdos 
B. » Cain, 一 a)? < cn? / pln) 并 为 这 一 猜想 的 解决 提供 100 3€ 
元 的 奖金 . Hooley 证 明 ,对 于 1 委 e <2, Vaya « 
n(n/g(in)) 和 5 (ait) — ai)! Kan In n)?. ifj Vaughan 已 证 得 

De Gin — a)? «&n'Q + S dn 5)/p)/gG0, 
因而 “在 通常 情形 "证 实 了 这 一 靖 想 ，” 
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Jacobsthal [a] max( a4, 一 a; ) 的 上 界 是 什么 ? 


[1]P. Erdos ,on the integers relatively prime to n and on a number-theoretic 
function considered by Jacobsthal, Math. Scand. ,10(1962) ,163-170, MR 
26 # 3651. 

[2]C. Hooley, On the difference of consecutive numbers prime to n,Acta 
Arith. ,8(1963) , 343-347. 

[3]R. C. Vaughan, Some applications of Montgomery’ s sieve, J. Number 
Theory ,5(1973) ,64-79. 


B31. ọ 5 0o RR 

因子 和 与 西 因子 和 间 存 在 一 个 紧密 联系 的 函数 ,该 函数 是 Eu- 
ler 函数 的 补充 .如果 = phe ph, AA PCr) XT [pe + D, 
即 eG =n] [+ 270 SP Ren WARS. 易 知 ,此 函 
SORA RS BFA 27 X 3 形式 ,其 中 5 固定 ,a XEXTUR 1. 任 
意 给 定 b 值 ,存在 无 穷 多 的 a 初 值 使 释 代 最 终 趋 向 27 X 3°. 例如 ， 
P X 3x T) «x3 x THO Sk <c) MP X 3° X 
7) = 29-— x Gc). 

David E. Penney 和 Pomerance 在 一 篇 未 发 表 的 文章 中 ,证 明 
T EE n Bri C pO — n HBR Y BRABUS T oo 时 无 界 . 最 小 的 
这 样 的 数 n = 318. 

MRT P+ 9/2 3oR OM 9E S 3EUETHÉ IS BAYER 
SU — FH BCE BEAR AP ETOH. 例如 对 24,384] 


^l +48) = 2,5012 +48) = 30, (8 +72) = 40,416 + 


72) = 44, (20 +72) = 46, (22 +72) = 47, 1-46 + 43) = 
47,… 还 有 其 他 的 无 穷 递 增 的 数 吗 ? 
我 们 也 能 取 o 和 PAVE o + 9) FLUE BAR. 因为 p(n) 对 


Fn > 2 总 为 偶数 且 当 ?是 一 个 平方 数 或 平方 数 的 2 倍 时 ,oCn) 总 
+ 82° 


为 奇 . 因此 有 时 我 们 将 得 到 一 些 非 整数 值 . 例如 54,69,70,84,124, 
、142,143,144,225 去 ;在 这 种 情形 下 ,我 们 说 序列 是 断裂 的 . 容易 证 
明 , 仅 仅 当 x = 1 ,或 是 素数 时 , (oln) 十 9002/2 二 n, 因 此 ,序列 能 
变 成 常数 ,例如 60,92,106,107,107,… 再 一 次 问 ,存在 其 他 的 数 能 
产生 无 穷 递增 的 序列 吗 ? 
SR, MRRN BR p 函 数 ,那么 它 最 终 将 到 达 2, 称 使 G0 = 
2 的 整数 为 的 类 . 


12 14 18 
li 13 15 16 19 20 21 22 24 26 - 
17 23 25 29 31 32 33 34 35 37 39 40 43 - 
41 47 51 53 55 59 61 64 65 67 68 69 71 73 + 
83 85 89 97 101103107113115119 121 122 123 125 128 -- 
M = (2,3,5,11,17,41,83,…} 是 这 些 类 最 小 值 的 集合 . Shapiro 
猜想 , M 仅 含 有 素数 值 ,但 是 Mills 却 找到 几 个 合 数 元 素 . WR S 是 
对 于 全 部 ,类 的 小 于 2" 的 元 素 的 并 ， 即 ， 
S = {35557511,13,15517,23,25,29,31;41.47,51,53,55, 
59,61;83,85,++}, 
则 Shapiro 证 明了 , S 的 元 素 的 因子 也 在 S 中 . Catlin 证 明了 ins 
m j& M 的 奇 元 素 ,那么 mm HAF ML AY MEA 
多 个 奇数 时 ,MM 中 也 存在 有 限 多 个 素数 .5S 中 含有 无 穷 多 个 奇数 中? 
M 中 含有 无 穷 多 个 奇数 吗 ? 
Finucane AE fU ERE O(n) 十 1, 并 问 :经 过 多 少 步 后 , 它 才 到 达 一 
个 素数 ?此 外 ,给 定 一 个 素数 p, 其 序列 以 素数 p 结束 的 值 的 分 布 
如 何 ?5,8,10,12 是 以 5 结束 的 仅 有 的 数 吗 ?7,9,14,15,16,18,20， 
24,30 是 仅 有 的 以 7 结束 的 数码 ? 
Erdos 就 on) 一 1 也 问 了 类 似 的 问题 , 它 总 是 结束 于 某 个 素 
. 83 . 
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数 , 还 是 无 限 地 递增 ?在 oln) — 1, (An) + G(n))/2 EOD + 
o(n))/2 的 要 代 的 任何 一 种 情形 ,他 都 没有 证 明 其 增长 速度 是 否 比 
指数 慢 . 


[1]P. A. Catlin, Concerning the iterated g-function, Amer. Maih. Monthly, 
77(1970), 60-61. ` 

[2] Paul Erdos and R. R. Hall, Euler’ s 9 — function and its iterates, 
Mathematika,24(1977),173-177;MR 57 # 12356. 

[3] W. H. Mills, Iteration of the p-function, Amer. Math. Monthly, 

50(1953) ,547-549. 

(4]C. A. Nicol, Some diophantine equations involving arithmetic functions, 
J. Math. Anal. Appl. ,15(1966),154-161. 

[5]Harold N. Shapiro, An arithmetic function arising from the ¢-function, 
Amer. Math, Monthly ,50€1943) ,18-30; MR 4,188. 


B32. e(c(2)) 5 a(p(n)) 
Makowski 和 Schinzel 证 明 , lim wp di )/n = co ,lim sup 


gG)/n = i 和 lim inf e(gG0) « 4 + 4 — gem 45082 


g(g(n))/n 之 > ; 对 全 部 n 成立 ? 他 们 指出 , 其 至 是 否 有 inf 
opln)) /n> TM 


[1]A. Makowski and A. Schinzel, On the function 9(n)and a(n) ,Colloq. 
Math. ,13(1964-65) ,95-99. 


B33. MRH Fn” 
数 
31 一 21 十 ]!1 二 5 
4! 一 31 十 21 一 1!1 二 19 
5!— 4! +3! —2! +1! — 101 
84e 


61—51-41—81 21 — 1! =619 
7! — 61+ 51 —41 4-31 —21 +1! = 4421 
81 — 714-61 —51 +4! — 31 +2! — 11 = 35899 
ERA AERAR RRK AETIA n 值 列 出 4， 
=n] = ma Dit a2 e 一 (一 1)"11 的 因子 . 


n A, n As 

9 79X4139 19 15578717622022981 (prime) 

10 3301819 (prime) 20 8969 X 210101 X 1229743351 

11 13 2816537 21 113% 167 4511191 X 572926421 

12 2915254711 22 79X 239 56947572104043899 

13 47% 1427 X86249 23 85439 X 289993909455 734779 

14 211% 1679 229751 24 12203 X 24281 X 2010359484638233 

15 1226280710981 (prime) 25 59X555307 X 455254005662640637 

16 53% 6581 X 56470483 26 1657 X 234384986599153832538067 

17 47% 7148742955723 27 127?X 271 X 1163 X 2065633479970130593 
18 2683 x 2261044646593 28 61X 221171 X 21820357757749410439949 


Sil n = 27 的 情形 表明 ,4, 不 一 定 是 无 平方 因子 的 . 

WORE n (Ain +1 RRA, BAn+1I FSM mon fk 
BRR An 因而 仅 有 有 限 个 素数 值 Wagstaff 证 明 , 如 有 这 样 的 n， 
WE DKF 46340. 

D. Kurepa 定义 In = 01 + 133 +e + 1 一 1)! 并 问 对 所 及 
> 2,58 1n Æ 0(mod n) . Slavic #) HT HLF 3 <n < 1000 Bj 
iE B] T 1n 半 OCmod n). 猜想 是 (1n,n1) = 2. Wagstaff 推广 了 
Slavic 的 计算 ,并 证 实 猜 想 在 n < 50000 时 成 立 . 他 注意 到 ,对 于 B, 
= (n +1) -1L=1!4+ 214+ +201, RNA: 4n > 2 wf 3/B,; 
4n 25 Wt ,9|B,;4n > 10 wt, 99]B,. 


LIJL. Carlitz, A note on the left factorial function, Math. Balkanica, 
5(1975) 37-42. 


[2]Duro Kurepa, On some new left factorial propositions, Math. Balkanica, 
4(1974) ,383-386; MR 58410716. 
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B34. Euler 数 

sec Z = SIE" /ni 的 展开 式 中 的 系数 是 Euler 数 , 且 以 几 种 
组 合 的 前 后 关系 出 现 :E, = 1, E; —— DE, 5, E. 0 — 6L, E, = 
1385,E,, —— 50521,E,, = 2702765,E,, — — 199360981, E, 
19391512145, E 一 一 2404879675441,:5. 对 于 任意 素数 p= 
1 (mod 8), £¢p-12 Æ 0(mod p) AAG? C MERAH p = 5(mod 
8) 是 正确 的 . HF P —3Gnod 4),Mordell WEAR: E-372 Æ 0 (mod 
p ) 的 充 要 条 件 是 yo F O(mod p), y, 是 方程 x+? 一 py! = 1 HIER 
数 解 中 最 小 的 y .Goldberg 证 明了 p «180008 yo 40 (mod £ ). 

还 有 一 个 类 似 的 问题 是 关于 Bernouilli 数 的 ,参阅 曹 珍 富 的 
《 丢 鲁 图 方程 引 论 》. 


[1j 曹 珍 富 (2Z. Cao), 丢 番 图 方程 引 论 , 第 五 章 $7, 哈 尔 滨 工业 大 学 出 版 社 ， 
1989. 

[2]E. Lehmer, On congruences involving Bernoulli numbers and the quo- 
tients of Fermat and Wilson, Annals of Math. ,39(1938) ,350-360;Z6l. 
19,5. 

[3]L. J. Modell, J. London Math. Soc. , 36(1961) :282-288. 

[4] Barry J. Powell, Advanced problem 6325, Amer. Math, Monthly, 

87(1980) ,826. 


B35. n 的 最 大 素 因 子 

Erdos 用 P(n) 表 n 的 最 大 素 因子 ,并 且 问 是 否 存 在 无 穷 多 个 
RR p Ep 一 1)/P(p 一 1) —2 9mm —2 «3 成立 ? 

Erdos 和 Pomerance 能 证 明 , 存 在 无 穷 多 个 n 使 Pln) — Pn 
十 1 之 Pl 十 2). 那 么 ,存在 无 穷 多 个 使 Pl(n) > Pat1)> 
PG + 2) 码 ?他 们 认为 , 渐 近 密 率 为 1/6 n 的 集合 满足 条 件 . 


[1]P, Erdos and Carl Pomerance ,On the largest prime factors of n and n+1, 
Aequationes Math, ,17(1978),311-321. 


* 86 * 


C HEAR 


C1. Goldbach 猜想 

最 为 著名 的 问题 之 一 便 是 Goldbach 猜想 , 即 每 一 大 于 4 的 偶 
数 均 能 表 为 两 奇 素数 之 和 . Vinogradov 证 明了 ,每 一 比 3° KA 
数 均 是 三 个 素数 之 和 , 潘 承 彪 给 出 了 Vinogradov 定理 的 一 个 很 好 
的 简化 证 明 . 陈景润 证 明了 ,所 有 充分 大 的 偶数 均 是 一 个 素数 与 至 
多 两 素数 乘积 之 和 . 在 这 之 前 , 王 元 与 潘 承 洞 作出 了 重要 贡献 , 例 
如 证 明了 :充分 大 的 偶数 均 是 一 个 素数 与 至 多 四 个 素数 乘积 之 和 . 
潘 承 洞 . 丁 夏 畦 与 王 元 还 给 出 陈 景 润 定理 的 一 个 简化 证 明 . 

Hardy 和 Littlewood (参见 Al1,A8) 的 猜想 A 是 ;偶数 nn 表 为 
两 奇 素数 和 的 表 法 个 数 NS G0 渐 近 地 由 下 式 给 出 ， 


Ni(n) ~ Teall P= — 1 


其 中 ,如 同 A8,2c~1. 3203, BURG n mee ROE. . 
M. L. Stein fll P. R. Stein 已 经 计算 了 ?< 10 FER NOD, 1€ 
”到 了 对 所 有 < 1911 使 N,G) = k fln 48 No) 取 所 
有 正 整 数 . l 
Harla b) 表示 a,a 十 6,a 十 2b, 中 不 超过 7 的 素数 个 数 ， 
有 一 个 均值 定理 是 : 设 6 志 mn*/(ln n)^ 是 正 整 数 ,0 <a], A>, 
如 果 


, _ n € p—1 
(A) LICIT PN po In 了 | < (In ll P—2' 


这 里 B > 2,9(5) Æ Euler ER C (B27) ,那么 


4cn — 1 
(B) Md) S dn zdeaxllb—3 2° 


+876 


此 处 c 与 积 均 与 前 同 . 显然 ,如 果 找 到 一 个 a 使 (4) 成 立 , 则 可 得 到 
N:n) 的 一 个 上 界 .1962 年 , 潘 承 洞 证 明了 在 a 二 1/3 时 (4) 成立. 
而 后 潘 承 洞 .Bombieri 和 Davenport X 4r 5118 $1 a x: 3/8,0< 1/2, 
因而 (B) 中 4/a 可 取 8. 陈景润 (1978) 给 出 4/o 可 取 7. 8342. 

设 qn) Æ Euler 函数 (B27) ,因此 ,如 p 是 素数 , 则 9(p) = 一 
1. 如 果 Goldbach 猜想 成 立 , 则 对 一 个 数 mr, 必 存 在 素数 p,q 满足 

Pp) + Pq) = 2m. 

如 果 我 们 放宽 p,q 是 素数 的 条 件 , 那 么 ,证 明 总 有 p,q 满足 上 述 方 
程 就 应 当 容易 一 些 . Erdos 和 Leo Moser 问 是 否 能 做 到 这 一 点 . 


[1]E. Bombieri and H. Davenport ,Small differences between prime number, 
Proc. Roy. Soc. Ser. A,293(19665,1— 8. 

[IRRI (J. R. Chen) ,大 偶数 表 为 一 个 素数 与 一 个 不 超过 两 个 素数 的 乘积 
ZA, PE 18.17 (1966), 5; 385 — 386; P [8 HH, 16(1973),2: 111 — 
128; I Sci. Sin, , 21(1978),421— 430. 

L3]B& R ili (J. Chen? ,On the Goldbach’ s problem and the sieve method, Sci. 
Sin. ,21(1978) ,701 — 739. 

[4]. G. van der Corput,Sur P hypothese de Goldbach pour presque tous les 
nombres pairs, Acta Arith. , 2(1937) , 266-290. 

[5]N. G. Cudakov,On the density of the set of even numbers which are not 
representable as the sum of two odd primes, Izv. Akad. Nauk SSSR 
Ser. Mat. , 2(1938), 25-40. 

[6]N. G. Cudakov, On Goldbach-Vinogradov’ s theorem, Ann. of Math. , 
(2)48(1947),515-545; MR 9,11. 

[7]T. Estermann, On Goldbach's problem: proof that almost all even posi- 
tive integers are sums of two primes. Proc. London Math. Soc. 
(2044(1938) ,307-314. 

[8]T. Estermann, Introduction to modern prime number theory, Cambridge 
Tracts in Mathematics 41, 1952. 

[9]H. L. Montgomery and R. C. Vaughan, The exceptional set in Gold- 
bach’s problem, Acta Arith. , 27(1975) ,353-370. 
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[10] GK E CC. B. Pan), 三 个 素数 定理 的 一 个 新 证 明 ,数学 学 报 ,20(1977)， 
206 一 211. 

[11J 潘 承 洞 (C. Pan), RAR KA RGR S AMPS MR, 1201962), 95 
— 106. 

[12] 潘 承 洞 (C.D. Pan), T E RE CX. S. Ding), E26 CY. Wang) ,大 偶数 表 为 一 
RBG TRB A, PB 28.18 (019752, 599-610; MR 57 8 
5897. 

[13]P. M. Ross,On Chen's theorem that each large even number has the 
form pi + Ps or pı + Psp.,J. London Math. Soc. (2)10(1975),500-506. 

[14]M. L. Stein and P. R. Stein, New experimental results on the Gold- 
bach conjecture, Math. Mag. , 38(1965),72—80; MR 32# 4109. 

[15]Robert C. Vaughan, On Goldbach’s problem, Acta Arith. ,22(1972), 
21 — 48. m 

[16] Robert C. Vaughan, A new estimate for the exceptional set in 

Goldbach's problem, Proc, Sympos. Pure Math. Amer, Math. Soc. ’ 
24 (Analytic Number Theory,St Louis ,1972),315-319. 

[17]I. M. Vinogradov , Representation of an odd number as the sum of three 
primes, Dokl. Akad. Nauk SSSR,15(19372,169-172. 

[18]I. M. Vinogradov, Some theorems concerning the theory of primes, 
Mat. Sb, N. S., 2(44) (1937) 179-195. 

[19] E 36 (Y. Wang), On the representation of large integer as a sum of a 
prime and an almost prime ,Sci. Sin. ,11(1962) 1033-1054. 

[20 ]:E JG CY. Wang), 表 大 偶数 为 一 个 素数 及 一 个 不 超过 四 个 素数 的 乘积 之 
和 ,数学 学 报 ,6(1956) ,565 一 582. 

[21] Dan Zwillinger, A Goldbach conjecture using twin primes, Math. 

Comp. »33(1979),1071;MR 805,10071. 


C2. sE E 
Gardiner 和 其 他 人 借助 修改 Eratosthenes 筛 法 定义 了 幸运 
数 , 即 从 自然 数 中 删 去 所 有 的 偶数 ,而 把 奇数 留 下 来 ,除开 1 , 头 一 
个 被 留 下 来 的 数 是 3, 再 从 新 序列 中 每 隔 3 一 1 个 删 去 一 个 ( 形 如 
- 89: 


6 一 1 的 那些 ), 留 下 

1,3,7,9,13,15,19,21,25,27,31,33,*" 
下 一 个 剩 下 来 的 数 是 7, 在 这 个 序列 中 ,每 隔 7 一 1 个 删 去 一 个 ( 数 
42k 一 23,42k 一 30. 下 面 9 被 剩 下 来 了 ,因此 ,从 剩 下 的 数 中 每 隔 
9 一 1 个 数 删 去 一 个 ,如 此 下 去 ,直到 得 出 全 部 的 幸运 数 : l 
1,3,7,9,13,15,21,25,31,33,37,43,49,51,63,67,69,73,75,79, 
87,93,99,105,111,115,127,129,133,135,141,151,159,163, 
169,171,189,193,195,201,205,211,219,223,231,-- 
与 关于 素数 的 经 典 的 问题 平行 ,产生 了 许多 与 幸运 数 有 关 的 问题 ， 
例如 ,如 果 LG FEL + m = n RT n RB l,m 是 幸 
ig 的 , 则 M. L. Stein #1 P. R. Stein XJ ATA k < 1769, 找到 满足 
LG) 二 上 的 nn 值 , 且 有 一 个 与 C1 类似 的 猜想 未 能 解决 . 


[JW， E. Briggs,Prime-like sequences generated by a sieve process, Duke 
Math. J. ,30(1963),297-312;MR 264 6145. 

[2]R. G. Buschman and M. C. Wunderlich, Sieve-Generated sequences 
with translated intervals, Canad. J. Math. ,19(1967),559 — 570, MR 
35 # 2855. 

[3]R. G. Buschman and M. C. Wunderlich, Sieves with generalized inter- 
vals, Boll. Un Mat. Ital. , (3)21(1966),362-367. 

[4]Paul Erdos and Eri Jabotinsky,On sequences of integers generated by a 
sieving process IIT. Nederl Akad. Wetensch. Proc. , Ser. A61 = Indag. 
Math. ,20(1958),115-128;MR21 1t 2628. 

[5]Verna Gardiner, R. Lazarus, N. Metropolis , and S. Ulam, On certain se- 
quences of integers defined by sieves, Math. Mag. ,29(1956),117-122; 
MR 17,711. 

[6]David Hawkins and W. E. Briggs, The lucky number theorem, Math. 
Mag. ,31(1957-58),81-84,277-280; MR 21 t£ 2629, 2630. 

(71M. C. Wunderlich, Sieve generated sequences, Canad. J. Math., 18 
(1966), 291-299;MR 32 #5625. 
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[8]M. C. Wunderlich, A general class of sieve-generated sequences, Acta 
Arith, ,16 (1969-70) ,41-56;MR 391t6852. 

[9]M. C. Wunderlich and W. E. Briggs,Second and third term approxima- 
tions of sieve-generated sequences, Illinois J. Math. ,10(1966), 
694-700; MR 34 #153. 


C3. Ulam 数 

Ulam 构造 正 整数 递增 序列 :初始 值 wi,us 取 任 意 值 ,而 后 继 
项 仅 能 用 一 种 方式 表 为 序列 前 面 的 两 不 同 项 的 和 . Recáman 问 了 
一 些 与 Ulam 数 相关 的 问题 ,Ulam HC u, = 1,2, =2 MF: 
1,2,3,4,6,8,11,13,16,18,26,28,36,38,47,48,53,57,62,69, 
72,77,82,87,97,99,102,106,114,126,131,138,145,148,155, 
175,177,180,182,189,197,206,209,219,*- 

DRF 1 十 2 一 3 外 , 相 邻 Ulam 数 的 和 还 是 Ulam 数 吗 ? 

(2) 存 在 无 穷 多 个 数 
23,25,33,35,43,45,67,92,94,96, "= 

它 不 是 两 个 Ulam 数 的 和 吗 ? 

(Ulam 数 有 正 密 率 吗 ? (此 问题 系 Ulam 本 人 所 提 ) 

(4) 存 在 无 穷 多 对 相 邻 Ulam 数 对 吗 ? 如， 

(1,2),(2,3),(3,4), (47,48),. 

(5) 在 Ulam 数 序列 中 ,存在 任意 大 的 间隔 吗 ? 

在 解决 问题 (1) 时 ,Frank Owens 注意 到 zs 十 ms 一 62 十 69 
= 131 = un. 在 解决 问题 (4) 时 ,Muller 计 算 了 20000 项 ,没有 找到 
更 进一步 的 例子 . 另 一 方面 ,这 20000 项 中 ,有 多 于 60% 的 两 项 的 
差 怡 为 2. David Zeitlin [8] a(n) M b(n) 如 何 ? 它们 的 定义 如 下 ， 


ton+3 一 Untza 十 aiio Ca O0) S bn) n È 0). 


n= 1.1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 15 16 


bay= 1 10 2 2 4 4 6 3 8 5 JO 6 13 10 12 6 
n= 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 -- 
aln = 2 0 1 2 3 4 0 0 0 0 9 10 4 


b(n) = 9 16 14 13 12 11 22 22 22 21 10 20 17 


他 注意 到 ,对 于 nn = 1,2,3,4,5,7,11,21 41 23 8 b(n) = 900, Hl 
此 他 间 使 blx) = pn) 成 立 的 nn 是 否 有 无 穷 多 个 ? 他 又 问 , 从 每 一 
整数 都 可 表 为 序列 不 同 元 素 之 和 意义 上 来 看 ,Ulam 序列 是 否 是 
完全 的 ? 他 还 问 ,Fibonacci 数 ( 和 Lucas 数 ) 总 是 至 多 不 超过 两 个 
Ulam 数 的 和 吗 ? 


[1]A. M. Mian and S. Chowla,On the B, -sequence of Sidon, Proc. Nat. 
Acad, Sci. India. Sect. A,14(1949),3-4;MR 7,243. 

[2]P. Muller, M. Sc. thesis, Univ. of Buffalo,1956. 

[3] R. Queneau, Sur les suites s-additives, J.Combinatorial Theory, 
12(€1972),31-71. 


[4] Bernardo Recamán, Questions on a sequence of Ulam, Amer. Math. 
Monthly ,80(1973) ,919-920. 

[51S. M. Ulam, Problems in Modern Mathematics, Interscience, N. Y. 
1964 ,ix. 

[6]M. C. Wunderlich , The improbable behaviour of Ulam’s summation se- 
quence, in Computers and Number Theory, Academic Press,1971,249- 
251. 


C4. 和 产生 集合 问题 

一 个 集合 (x) 的 所 有 数 对 之 和 zi; 十 zj(i 35) 构成 一 个 新 的 
集合 {yi) , 称 为 {zi} 产生 {yi}. Leo Moser 提出 了 被 称 为 “和 产生 集 
合 ” 问 题 , 有 和 多少 集合 {zi} 产生 同一 个 集合 {y1}? Selfridge ,Straus 
和 其 他 人 证 明了 ,如 果 集 合 Cn) 的 元 素 个 数 不 是 2 AR, WER 
一 集合 人 yi} 的 那些 集合 的 个 数 是 确定 的 假定 YXis2s t y. 是 由 
Lys Tg’ y Tyk 的 和 Ti 十 xa Aj) 产生 的 , 则 s = 2+ (2 — 1). 3p 

«92. 


么 ,存在 两 个 以 上 的 集合 {zi), 它 产生 了 相同 的 集合 {yi) motn k 
= 3, 则 存在 三 个 这 样 的 集合 {zi1) ,如 : 
{ 土 1, 士 9, 士 15, 土 19},{ 士 2, 土 6, 土 12, 土 22}， 
(X3, £7, +13, + 21), 
且 不 可 能 有 多 于 3 个 的 集合 (x). AMA > 3 ,该 问题 没有 解决 . 
与 此 相应 的 问题 是 :一 个 集合 {zx} 的 元 素 的 三 个 一 组 的 和 确 
定 集合 的 问题 除开 下 面 的 两 种 情形 外 已 全 部 解决 . 两 种 例外 情形 
为 : {zi} 的 元 素 个 数 为 n = 27 R n = 486. 
4 个 不 同 元 素 的 和 已 被 Ewell tu. 


: [1]John A. Ewell,On the determination of sets by sets of sums of fixed or- 
der, Canad, J. Math. ,20(1968),596 — 611. 

[2]B. Gordon, A. S. Fraenkel, and E. G. Straus, On the determination of 
sets by the sets of sums of a certain order, Pacific J. Math. ,12(1962). 
187-196; MR 27 # 3576. 

(3]]. L. Selfridge and E. G. Straus, On the determination of numbers by 
their sums of a fixed order, Pacific J. Math. ,8(1958) ,847-856, MR 
22 #4657. 


C5. HE A SE 

AF n ALEE =a «a ce-—a-—n ; 它 的 每 一 
项 (第 0 项 以 后 ) 都 是 前 面 的 两 个 数 之 和 (这 里 两 数 不 一 定 不 同 )， 
如 ， 

1,1 十 1,2 十 2,4 十 2,6 十 2,8 十 6 

A 1,14 +1,2 +2,4 +2,4+48+6 
BRA r= 5,n = 14 HRE WAC) Xn 的 堆 全 链 的 最 小 长 
度 . 

现在 主要 的 未 决 问题 是 Scholz 猜想 ， 

£2" — 1)§<n—141(n). 
Utz, Gioia 等 人 和 Knuth BER T n = 27,2* 4- 2^,2* + 2^ + 27,2 
. 93 e 


十 2 十 2 十 2 的 情形 .Knuth M Thurber 已 用 实例 说 明了 1x0 
<18Fin —20,24,32 时 的 情形 . Brauer 8l it T H3 1 a4 «a, < 
~<a m n ,该 序列 的 每 一 项 都 用 它 前 一 项 元 素 作为 一 个 被 加 
数 . 我们 称 Brauer 引进 的 这 个 序列 为 Brauer &&. 上 面 的 第 二 个 例 
FA Brauer 链 , 因 为 4 十 4 那 一 项 没有 被 加 数 6. 使 Brauer 链 最 
46 f) n Jy Brauer 数 , 则 Brauer 证 明了 猜想 对 Brauer 数 Mir. 
Hansen 证 明了 ,存在 无 穷 多 个 非 Braver 数 , 且 如 果 n 具有 被 称 为 
Hansen 链 的 最 短 链 , 则 Scholz 猜想 仍然 成 立 . Hansen 链 是 指 , 存 
在 一 个 链 的 子 集合 H ,使 得 链 中 的 每 一 个 元 素 都 用 H 中 比 该 元 
素 小 的 最 大 元 素 组 成 .上 述 第 二 个 例子 便 是 Hansen ££ 3x RH = 
{1,2,4,8}. Knuth 给 出 的 一 个 例子 是 n ==12509 的 Hansen 链 1， 
2,4,8,16,17,32,64,128;256,512,1024,1041,2082, 4164,8328, 
8345,12509 GX Œ H — (1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024, 
104] ,2082,4164,8328,8345}). 它 不 是 Brauer 链 ( 因 为 32 不 用 17 
HR) ARF n 一 12509, 不 存在 这 样 短 的 Brauer 链 . 
存在 非 Hansen 数 吗 ? 


[1]Alfred Brauer ,On addition chains, Bull, Amer. Math. Soc. ,45(1939), 
736-739;MR 1,40. 

[2]Paul Erdos, Remarks on number theory III. On addition chains, Acta 
Arith. ,6(1960),77-81. 

[3]A. A. Gioia and M. V. Subbarao, The Scholz-Brauer problem in addi- 
tion chains II, Congressus Numerantiun XXII, Proc. 8th Manitoba Con- 
f. Numerical Math. Comp. , 1978, 251-274, MR 801110078, Zbl. 408. 
10037. 

[4]A. A. Gioia, M. V. Subbarao and M. Sugunamma, The Scholz-Brauer - 
problem in addition chains, Duke Math.J. :29(1962),481-487 , MR 
251t 3898. 

[5] W. Hansen, Zum Scholz-Brauerschen Problem, J. reine angew. Math. , 
202(1959),129-136;MR 25 # 2027. 

[6 ]A. M. Il’in,On additive number chains (Russian) , Problemy Kibernet. , 
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13(1965) 245-248. 

[7 ]Donald Knuth, The Art of Computer Programming, Vol. 2, Addison- 
Wesley, Reading , Mass. ,1969, 398-422. 

[8] Arnold Scholz, Aufgabe 253, Jber. Deutsch. Math. -Verein, ,11 

47(1937),41-42. 

[9]K. B. Stolarsky, A lower bound for the Scholz-Brauer problem, Canad, 

J. Math. ,21(1969),675-683, MR 401: 114. 
[10]E. G. Straus, Addition chains of vectors, Amer. Math. Monthly, 
71(1964) ,806-808. 

[11]Edward G. Thurber, The Scholz-Brauer problem on addition chains, 
Pacific J. Math. ,49(1973) 229-242, MR 49# 7233. 

[12]Edward G. Thurber, Addition chains and solutions of /((22) = l(a) and 
AK" — 1) = n + ICa) — 1,Discrete Math. ,16(1976),279 — 289; MR 
55 # 5570,Zb1. 346. 10032. 

{13} W. R. Utz, A note on the ‘Scholz-Brauer problem in addition chains, 
Proc, Amer, Math, Soc. ,4(1953) ,462-463, MR 14,949. 

(14]C. T. Wyburn,A note on addition chains, Proc. Amer. Math. Soc. , 16 
(1965) ,1134. 


C6. 不 可 表 数 
给 定 n 个 整数 0<a < ar < … < as 是 (aaz…an) =], 


WN SKIBA N = Dar A AE RRR i EGG ann 


i= 
an) 是 不 存在 这 样 解 的 最 大 N Sylvester 证 明了 Gla,,a,) = (a, 
— Dia — D 一 1 且 不 可 表示 数 的 个 数 是 (a 一 1)(as 一 1/2. 
Brauer 和 其 他 人 证 明了 ， 
n-1 
Gla, varrt san) X. Daridi/din, 


i=] 
其 中 d; = (à, a5, tsa). HAX s = 3 的 情形 证 明了 Ga, 122543) 
< ta ay 十 alara) 一 a, —~ a: — a; HY N> ee 一 


Caisa)? 
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ay aid; 


(a,,a;) ^ (a GE 时 ， GCGa1 42,43) = (a, ,4; ) 
a; 一 a, GX Hi ol,aiyas 可 轮换 ). KBR BIB BUT UAT: 


n-l1 n 
Ga, ,4; ,*** yy) x Daindi/dirs Da 且 当 Q41d;/ disi > 
i=] i=] 


+ alai 542) — a4 一 


Sandd — Pa i <n) BE AES LL. MMAR BA 
给 出 了 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 如 果 a; 二 1,…,n) 成 算术 级 数 , 则 
Roberts 和 Bateman 找到 了 G 的 值 , 并 且 吴 上 昌 玖 给 出 了 G 值 的 一 
个 十 分 简短 的 证 明 , 顺 便 还 得 出 了 线性 型 不 能 表 出 的 正 整数 的 个 
数 . Erdos 和 Graham 证 明了 G(a;,a;,*,4,) € 2a,-,[a,/n] 一 
an 如果 对 = 一 2, 且 az 为 奇 , 则 这 是 可 能 的 最 好 结果 ). 关于 求 G 的 较 
为 完整 的 算法 是 尹 文 霖 得 到 的 ,例如 他 证 明了 G Ga, a5, sa) = 


2—1 
max (d, n Fa, (d,., — 1) EE Mz, = (mim = Dj or 
nha EM ia] Gn-1 
Og kK 


且 zi 之 0G 二 1,…,n)},K 是 适合 Ka, € Mt, HEADERS. A 
X C 的 更 为 详细 的 情况 参见 曹 珍 富 的 书 ( 丢 番 图 方程 引 论 } 第 四 
章 $ 3. 

Erdos 和 Graham ££ X. g(n,£) = max, ,G(a,,a;,*,a,) ,其 中 
Rr (8 BUR BÉ A OKa a, «a, St, Ha, ,,a,) = 
1. 他 们 的 定理 证 明了 gi, <2 /n BORA (Gn,2xz, (n 一 
Da xc" }a>2),xBe=[/@—1)],c° =™@—1[t/m—1)] 
— LF gnt) > GG, 2") D/C — 1) 一 5t. Lewin 对 于 集 
f 0/2: — 1,4) 3x6 — 2,t — 1,2) WE) 和 {tf — D/2,5— 1, 
tht HA), ,证 明了 g(,0 = [0G — 2/2] — 1. 
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C7. 子 集 和 不 同 的 集合 

元 紊 个 数 为 十 1 的 整数 集合 {2:,0 <i Sk} RMA 271 
子 集 和 ( 指 子 集中 的 所 有 元 素 之 和 ) 都 不 同 . Erdos 一 直 想 求 得 正 
整数 a Ka Kan < 之 2 中 的 最 大 数 m ,这 些 正 整 数 的 集合 其 
所 有 不 同 的 子 集 和 都 不 同 . 他 与 Leo Moser HEART kR+1<m<k 


+ loge + 1 ,其 中 对 数 的 底 为 2. Conway 和 Guy 给 出 一 个 序 


Jl : us = Oy = lua = 2u,— u,--(n 1), X Hir BREE V 2n 
的 整数 . 从 此 序列 可 导出 & 十 2 个 整数 的 集合 4 = (a; = uu, 一 
Wit2-i:1 P SL- 2). 他 们 猜想 ,集合 4 的 子 集 和 是 不 同 的 (对 于 
k < 40 已 由 Mike Guy 证 得 ). MF RS 21 rua < 2, ERF m Sk 
十 2 对 之 21), 因 为 一 旦 找到 具有 希望 基数 的 集合 , 它 的 基数 便 
能 通过 原来 元 素 的 2 倍 或 加 1( 或 任意 奇数 ) 来 增加 . A 总 有 不 同和 
的 子 集 吗 ?我 们 猜想 , 它 有 , 且 大 体 上 给 出 了 该 问题 的 可 能 达到 的 
.最 好 结果 是 m =k +2.Erdds Xm =k +00) 的 证 明 或 反例 提 
供 了 500 美元 的 奖金 
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C8. 整数 用 不 同 对 的 表示 

假设 mm ERR ISa <a, Ca, Sn fi a; +a; PEA 
同 的 最 大 个 数 ,已 知 

a? — €) « m x; n" 4- nV* +1, 

上 界 是 Lindstrom 做 出 ,并 由 Erdos Al Turan 改进 后 的 结果 . FR 
是 Singer 做 出 的 . Erdos 和 Turán fA), m = n + OCG) EAU? 
Erdos 为 这 一 问题 的 解决 提供 500 美元 的 奖金 ， 

如 果 (a) 是 一 无 穷 序 列 ,Erdos 和 Turan 证 明 lim sup a,/k? 
= oo, 且 给 出 满足 lim inf a,/k? « oo 的 一 个 序列 . 对 所 有 有 ,存在 
a, < ck 的 序列 ,并且 Ajtai, Komlós 和 Szemerédi 最 近 证 明 a, = 


OG?) 是 可 能 的 . Erdos 注意 到 > ar: < c(lnz) ,并 问 是 否 这 
i-l 


是 可 能 的 最 好 结果 ? 

如 果 f(n) 是 n==ai 十 aj 解 的 个 数 ,那么 存在 满足 lim fa) /In 
n = c 的 序列 吗 ?Erdos 和 Turén 猜想 ,如 果 Fa) > 0 对 所 有 充分 
大 的 nn 成立, 或 如 果 ai < ck 对 所 有 上 有 成立, 那么 lim sup f(a) = 
co .Erdos 为 这 一 猜想 的 解决 也 提供 了 500 美元 奖金 ， 

Graham 和 Sloane 用 两 种 更 明显 的 紧缩 形式 重 述 了 这 一 问 
题 . 

U v. CE) AA AE HE os CR) ) 是 最 小 的 v, 使 得 存在 个 元 素 的 整数 
集合 4= {0= a «a «a 满足 对 于 i 过 六 相应 地 i 志 店 ， 
有 ai 十 4; 属于 [0,vj, 且 至 多 一 次 表示 [0,v] 中 的 元 素 . 与 vs 有 关 
的 集合 4 常 被 称 为 B 一 序列 (与 E22 比较 ). 

他 们 给 出 了 列 在 表 3 中 的 v。 和 ws 值 , 且 只 要 修改 一 下 Erdos 
— Turán 的 论证 就 可 得 到 界 : 

2k? — OCR?) <u, (hk) og (E) « 2k! + OQ, 
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表 3， ze(C valk) 的 值 及 例 集 


k valk) AWA wp Ck) A tpi 

2 1 {0,1} 2 {0,1} 

3 3 {0,1,2} 6 (0,1,3) 

4 6 (9.1.2.4) 12 {0,1,4,6} 

5 1 (0.1.2.4,7) 22 (0.1,4,9.11) 

6 19 (0.1,2.4,7.12) 34 (0,1,4,10,12.17] 

7 31 (0.1,2:4,8,13,18] 50 (0,1:4,10,18,23,25) 

8 43 (0,1,2,4,8.14,19,24) 68 (0,1,4.9,15,22,32.341 

9 63 (0.1,2.4,8.15,24,29,34) 88 (0.1,5,12.25,27,35.41.44) 
10 80 (0.1.2.4.8.15.24.29,34.46! 110 — (0,1,6,10,23.26,34.41,53.55] 


L1JR. C. Bose and S. Chowla, Theorems in the additive theory of numbers, 
Comment. Math, Helv. ,37(1962-63) ,141-147. 

[2]P. Erdos and W. H. J. Fuchs,On a problem of additive number theory, 
J. London Math. Soc. ,31(1956),67-73. 

[3]P. Erdós and E. Szemerédi, The number of solutions of m — Mos 
Proc, Symp. Pure Math. Amer. Math, Soc. ,24(1973) , 83-90. 

[4]P. Erdos and P. Turán,On a problem of Sidon in additive number theo- 
ry, and on some related problems, J. London. Math. Soc. , 16(1941), 
212-215; MR 3.270. Addendum ,19(1944),208; MR7,242. 

[5]R. L. Graham and N. J. A. Sloane, On additive bases and harmonious 
graphs, SIAM J. Alg. Discrete Math. ,1(1980),382-404. 

[6]H. Halberstam and K. F. Roth, Sequences , Vol. I,Oxford Univ. Press, 
1966, Chapter II. 

[7] F. Kruckeberg, B,-Folgen und verwandte Zahlenfolgen, J. reine 

angew. Math. ,206(1961),53-60. | 

[8] B. Lindstrom, An inequality for B,-sequences, J. Combin. Theory, 

6(1969),211-212;MR 38 # 4436. 

[9]J. Singer, A theorem in finite projective geometry and some applications 
to number theory, Trans. Amer. Math. Soc. ,43(1938) , 377-385. 

(10]Alfred Stohr,Geloste und ungeloste Fragen uber Basen der naturlichen 

Zahlenreihe 1, Il, J. reine angew. math. ,194(1955) ,40-65,111-140; 
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MR 17. 713. 


C9. 完全 差 集 与 纠 错 码 

在 C8 中 提 到 的 Singer 的 结果 是 以 完全 差 集 为 基础 的 . 完全 
差 集 指 存在 一 个 模 ”剩余 a1,4:，… ai 的 集合 ,使 得 每 一 模 n AE 
零 剩 余 能 被 唯一 表 成 4i 一 a; 的 形式 . 仅 当 nn == 名 十 十 1 时 才 存 
在 完全 差 集 ,并 且 Singer 证 明了 ,只 要 & 为 素数 赛 , 则 这 样 的 集合 
存在 . Marshall Hall 已 证 明 ,许多 非 素 数 寡 不 能 作为 & 的 数值 ,下 - 
vans 和 Mann 证 明 , 当 &< 1600 时 ,不 存在 这 样 的 不 是 素数 宕 的 
k. 人 们 猜想 ,除非 & 是 素数 寡 , 否 则 不 存在 完全 差 集 . 

对 于 一 给 定 的 有 限 序列 , 它 不 含有 重复 差 , 问 它 能 被 扩展 形成 
— REE FG? 

Dean Hickerson 欲求 最 大 数值 ”>, 使 整数 1 委 a aie < 
a, Sn WF a; — a, (j 这 站 中 ,整数 :至 多 出 现 2; tk. 

Graham 和 Sloane 仿 C8 的 紧缩 问题 来 提出 差 集 问题 . 他 们 定 
X by Ch) (相应 地 vs(k)) 为 最 小 数 v, 使 得 存在 整数 模 v 的 集合 4 一 
{0=a1<a< 之 ai) ,而 每 一 个 > 至 多 能 用 一 种 方式 表 为 7 圭 
à; + a;(mod v) G < DORMI i <j). 

他 们 对 书 的 兴趣 是 其 在 纠 错 码 中 的 应 用 . 如 果 AC, 2d, w) 是 
有 w 个 1 和 《一 ww 个 0 的 二 进 制 向 量 , 使 得 任 两 向 量 至 少 在 2d 处 
不 同 的 最 大 个 数 , 则 《对 d= 二 3) 


AG 6,0) > [^] jv 
(对 一 般 d 的 结果 要 用 到 集合 , 它 的 所 有 d 一 工 个 不 同 元 素 的 和 是 
不 同 的 (mod v )). 

他 们 注意 到 , 4(k,2d,w) 已 被 Erdos, Hanani, Schonheim, 
Stanton, Kalbfleisch 和 Moullin 在 关于 极 值 集 论 的 文章 中 研究 过 . 
设 DG,k,v) 是 ”元 集合 3 的 上 元 子 集 , 使 得 S 的 每 一 个 上 元 子 集 
至 多 含有 & 元 子 集中 的 一 个 的 最 大 个 数 , 那 么 DD(,k,v) = A(v,2k 
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— 2t + 2,4). 
# 4 中 的 v X A Baumer 的 表 6. 1, v, 3E A Graham 和 
Sloane ,他 们 给 出 了 下 面 的 界 ， 
k? — OCR) « vk) < &* + OCR), 
R—k+1 uk) <k + OCR), 
其 中 ,后 一 个 左边 的 等 式 只 要 上 为 素数 筹 就 成 立 . 


表 4， vy(k) 和 valk) 的 值 及 例 集 


k our(k) AKA ve? 4 的 例 
2 2 (0,1) 3 (0,1) 
3 3 {0,1,2} 7 {0,1,3} 
4 6 {0,1,2,4} 13 {0,1,3,9} 
5 11 {001525457} 21 (0,1,4,14.16) 
19 (0,1,2,4,7,12) 31 {0,1,3,8,12,18) 
7 28 {0,1,2.4,8,15,20} 48 (0,1,3,15.20,38,42) 
8 40 (0,1,5,7,9,20,23,35] 57 (0,1,3,13,32,36,43,52) 
9 56 ^  (0,1,2,4,7,13,24,32,42] 73 (0,1,3,7,15,31,36,54,63] 


10 72 40,1,2,4,7,13,23,31,39,59) 91 (051,3,9,27,49,56,61,77,81] 


[1]L. D. Baumert, Cyclic Dif ference Sets, Lecture notes in Math. 182. 
Springer-Verlag, New York,1971. 

[2]M. R. Best, A. E. Brouwer, F. J. MacWilliams A. M. Odlyzko and N. J. 
A. Sloane, Bounds for binary codes of length less than 25, [EEE Trans. 
Information Theory, 1T-24(1978) ,81-93. 

[3]P. Erdós and H. Hanani , On a limit theorem in combinatorical analysis, 
Publ. Math. Debrecen ,10(1963) ,10-13. 

(4]T. A. Evans and H. Mann, On simple difference sets, Sankhya, 

11(19512,357-364; MR 13,899. 

(5]R. L. Graham and N. J. A. Sloane, Lower bounds for constant weight 
codes, IEEE Trans. Information Theory, IT-26(1980). 

[6)J. I. Hall, A. J. E. M. Jensen, A. W. J. Kolen and J. H. van Lint, Equidis- 
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tant codes with distance 12, Discrete math. , 17(1977) , 71-83. 
[? ]M. Hall, Cyclic projective planes, Duke Math. J. ,14(1947) ,1079-1090; 
MR 9,370. 
[8]D. McCarthy, R. C. Mullin, P. J. Schellenberg,R. G. Stanton,and S. A. 
Vanstone, On approximations to a projective plane of order 6, Ars 
Combinatoria, 2(1976), 111-168. . 
[9]F. J. MacWilliams and N. J. A. Sloane, The Theory of Error-Correcting 
Codes, North-Holland , 1977. 
[10]J. Schonheim, On maximal systems of £ -tuples, Stud. Sci. Math. 
Hungar, 1(1966),363-368. 

[11JR. G. Stanton, J. G. Kalbfleisch and R. C. Mullin,Covering and packing 
designs ,in Proc. 2nd Conf. Combin. Math. and Appl., Chapel Hill, 
1970,428-450. 


C10. 和 不 同 的 三 个 元 素 子 集 

Bose 和 Chowla 研究 当 三 个 不 同 元 素 的 子 集 都 有 不 同 的 和 
时 ,对 C9 的 问题 获得 了 类 似 的 结果 . MD Rm. EW <a, <a, < 
Lam, Sn, EG a, + a; + av 都 是 不 相同 的 a; 的 最 大 个 数 , 则 他 
们 证 明了 ms > ^0 十 o(1)), 且 他 们 间 是 否 ms > (1 + on? 9 

Lindstrom 已 证 明 , WR m, E «n 的 整数 中 4 个 不 相同 元 素 
的 集合 有 不 同和 的 最 大 个 数 ,那么 m < (B2! + On). 


[1]S. C. Bose and S. Chowla, Report Inst. Theory of Numbers, Univ. of 
Colorado , Boulder , 1959. 

(2]B. Lindstróm , A remark on B, -sequences , J. Combin, Theory, 7(1969) , 
276-277. 


Cll.h-& 

履 盖 问题 是 Rohrbach 提出 的 . 此 问题 与 C8 中 的 紧缩 问题 是 
PHM. 如 果 集 4 的 每 一 个 不 大 于 的 非 负 整数 能 被 表 成 至 多 
个 A 中 元 素 的 和 (不 一 定 必须 不 相同 ), 则 称 4 是 阶 为 h AG HE BE 
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或 有- 基 ( 对 于 nn). 如 果 有 是 使 4 具有 这 类 特性 的 最 小 数 ,那么 有 被 
PA ARAB. Bn) 是 对 于 的 h- 基 中 元 素 的 最 小 个 数 , 则 
Rohrbach iE 58 T , k(n) 之 hm 人 和 (1/2)ki(1 一 0.0016) >n. & 
着 ,Leo Moser, Riddell 和 Klotz 改进 了 他 的 结果 ,先是 用 0. 0194 
代替 0. 0016 ,然后 是 0. 0269, 再 往 后 是 0. 0369, 他 们 还 证 明了 ,对 
FAS 3,0<e<1AwHAKN.A 


hi _ Q ~ &€cosz/h 
Ay 1 2 十 cosz/A 


设 n(h,k) 是 使 k 元 的 h- 基 存 在 的 最 大 整数 ,那么 ,确定 n(h,k) 的 

间 题 经 常 出 现 , 如 同 邮 票 或 钱币 问题 一 样 , 详 细 的 情况 及 广泛 的 文 
” 献 请 见 Alter 和 Barnett 的 论文 . 

Rohrbach 证 明了 nC(2,k) > k?/4 3t BB n(2,k)/R? fii k > 
oo Tj F 1/4. 但 是 ,这 已 被 Hammerer 和 Hofmeister 证 明 是 错 
的 , 关于 n,k) 的 具有 s(n) 个 元 家 的 基 被 称 为 极 值 的 ,如 果 2- 
EOF 00 的 元 家 不 超过 n/2 , 则 此 基 被 称 为 是 约 化 的 . Rohrbach 
的 基 是 关于 n/4 对 称 的 (因此 是 约 化 的 ). 例如 ,nC2,10) =46, 但 
是 对 于 46 ONARE: 
1,2,“3 或 5”,7,11,15,19,21,22,24 
是 约 化 的 . 读 文 献 时 需要 加 点 小 心 ;这 一 结果 很 可 能 在 文章 中 被 写 
成 n(2,11) = 46, 在 那里 每 一 非 负 整 数 愉 能 被 表达 成 基 的 个 元 
索 ( 不 一 定 不 相同 ) 的 和 . 这 与 零 面额 邮票 或 钱币 问题 的 结论 相对 
DV. 如 果 某 极 值 基 是 约 化 的 ,那么 它 必 定 是 对 称 的 吗 ? 
Stohr 和 几 位 稍 后 的 一 些 作者 证 明了 : 
n(h,2) = [h + 6h + 1)/4], 

H Hofmeister 证 明了 ,对 于 hh 之 34， 
29h < n(,3) < at + Sat + oh à. 
Stohr 等 人 认为 ,对 充分 大 han (E) HA HH UWA 
SAS A SERIE k = 330 D> 20, 


)2 m. 


£s 2,, 
g^ ta^ + 
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n(h,3) = (Ah! + 54h* + (204 + 3c,)h + 42/81, 


Et cd, Æ h e r(Imod 9) HH FRA: 


r= —4 —3—2-—10 1 2 3 4 
&= 0 1 3 0-2 0 3 1 0 


d,= 46 —81—1—1700 62 —26 0 —154 


对 于 固定 的 &>> 2 MAA ,Hofmeister 给 出 界 : 


t a 
goa (A yuan y + OCA) xi n(h,k) S iy + OC), 


Graham 和 Sloane Gf £ Bi, C8,C9) X. n. (2) CAB ME Hh n4 0) 为 使 
18 XE TE k 元 整数 集合 A= {0 =a «a «ce <a ,在 [1 ,n] 中 的 
r 都 至 少 能 用 一 种 方式 写成 > =a, 十 aj,i < JjOBBI EC D 的 最 
大 数 ” 因 此, 他 们 的 nk) 可 写 为 nC(2,k 一 1)( 注 意 上 面 提 到 的 
“ 零 条 件 ”), 且 他 们 的 n.(%) 与 具有 不 同 面值 的 两 张 邮 票 问题 相对 
应 , 且 包 含 零 面值 . 他 们 在 表 5 中 给 出 了 ns。 和 m 的 值 . 界 


R5 nMn 的 值 及 例 集 


nalk) AM Bl ng OD AB 
1 (0.1) 2 (0,1) 
3 (0.1,21 4 (0,1,2} 
5 (9.1.2.4) 8 (0.1.3.4) 
9 {0.1,2,3,6} 12 10.1,3,5,6) 
13 (0,1.2,3.6,101 16 (0,1.3,5.748) 
17 10,1,2,3,4,8,12) 20 (0,1,2,5,8,9.10) 
22 (0.1.2.3,4.,8.13,18) 26 (0.1,2,5.8.11,12.13! 
2 1011,2,3,4,5.10.16.22) 32 (0,1.2.5,8,11,14,15,16) 
33 (0,1.2.3,4.5,10,16,22.28) 40 10,1,3,4,9:11.16.17,19,20) 
40 (0.1.2.4.5,6,10,13,20,27,34) 46. 10,1,2.3,7,11.15,19,21,22.24! 


4 10,1.2.3.6.10,14.18,21.22.23.24) 34 (06,1,2,3,7.11,15.19,23,25.26,28) 
$6 — 10.1.2.4,6,7,12,14,17,21,30,39,48) 64 (0,1,3.4.9.11.16,21,23.28,29,31,32) 
65 (0.1,2.4.6.7,12,14.12,21,30,39,48,57). 72 (0,1,3,4,9,11,16,20,25,27,32,33,35,36) 
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E — D! < (00,00) < 0. 48028? + OG) 
实际 上 要 妇 功 于 Hammerer 和 Hofmeister 及 Klotz 做 的 工作 . 


[1]R. Alter and J. A. Barnett, Remarks on the postage stamp problem with 
applications to computers, Congressus Numerantiun XIX, Proc. 8th S. 
E. Conf. Combin,Graph Theory Comput. ,Utilitas Math. ,1977,43-59; 
MR 57# 12246. 

[2]R. Alter and J. A. Barnett, A postage stamp problem, Amer. Math 
: Monthly ,87 (1980) ,206-210. 

[3]N. Hammerer and G. Hofmeister,Zu einer Vermutung von Rohrbach, 
J. reine angew. Math, ,286/287 (1976),239-247, MR 54410181. 

[4] E. Hartter, Basen für Gitterpunktmengen, J.reine angew. Math. , 

202(19595,153-170, MR 22A tt 31. 
[5]R. L. Heimer and H. Langenbach , The stamp problem, J. Recreational 
Math. ,7(1974),235-250. 

[6]G. Hofmeister, Asymptotische Abschatzungen für dreielementige Ex- 
tremalbasen in naturlichen Zahlen, J. reine angew. Math. ;232(1968) , 
71-101,MR 38 #1068. 

[7]G. Hofmeister, Endliche additive Zahlentheorie , Kapitel I, Das Reichweit- 

enproblem,Joh. Guttenberg-Univ. Mainz,1976. 

[8]1G. Hofmeister and H. Schell, Reichweiten von Mengen naturlicher 
Zahlen I, Norske Vid, Selsk. Skr. (Trondheim) 1970 # 10,5pp; MR 
444 1642, 

C9] W. Klotz, Eine obere Schranke für die Reichweite einer Extremalbasis 
zweiter Ordnung, J. reine angew. Math. ,238(1969) ,161-168 (and see 
194-220); MR401t 117,116 

[10] W. F. Lunnon A postage stamp problem, Com put. J. ,12(1969), 

377-380; MR 40# 6745. 
Ü11]L. Moser, On the representation of 1,2,:« » n by sums, Acta Arith, , 
6(1960),11-13, MR 23A #133. 
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[12]L. Moser, J. R. Pounder and J. Riddell,On the cardinality of h -bases 
for n,J. London Math, Soc. ,44(1969) ,397-407 , MR 39 # 162. 

{13]L. Moser and J. Riddell, On additive A -bases for n,Collog. Math. , 
9(1962),287-290;MR 26 # 1295. 

[14] Arnulf Mrose, Untere Schranken fur die Reichweiten von Extremal- 
basen fester Ordnung, Abh. Math.Sem.Univ. Hamburg ,48(1979), 
118-124;MR 80g:10058. 

[15]M. B. Nathanson, Additive h -bases for lattice points, 2nd Internat. 
Conf. Combin. Math. , Annals N.Y. Acad. Sci. :319(1979) ,413-414; 
MR 81e:10041 

[16]]. Riddell ,On bases for sets of integers , Master's thesis, Univ. of Al- 
berta. 1960. 

[17]J. Riddell and C. Chan, Some extremal 2-bases, Math. Comp., 
32(1978),630-634; MR 57 1t 16244, Zbl. 388. 10032. 

[18]H. Rohrbach, Ein Beitrag zur additiven Zahlentheorie, Math. Z., 
42(1937) ,1-30; ZB1. 15,200. 

[19 ]H. Rohrbach , Anwendung eines Satzes der additiven Zahlentheorie auf 
eine graphen-theoretische Frage, Math. Z. ,42(1937),538-542. 

[20]R. G. Stanton, J. A. Bate and R. C. Mullin, Some tables for the postage 
stamp problem, Congressus Numerantium XII, Proc. 4th Manitoba 


Conf. Numer. Math. Winnipeg 1974,351-356;MR 511t 7887. 


C12. 模 覆 盖 问 题 . 和 谐 图 

Graham 和 Sloane 定义 n, GE) (相应 地 n O0 为 一 个 最 大 数 
n XI IG n TEXETR n 剩余 类 的 子 集 4 = {0 =a, a <a}, 
满足 :每 个 ~ 至 少 能 用 一 种 方式 表 为 > 皇 a 十 aj(mod n), H i « 
JORMA ix j). 

他 们 给 出 了 表 6 中 的 数值 , 且 得 到 界 为 ， 


Ža — D' < n Q) m Ck) < le + OQD. 
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表 6 n Ein, HARAM 


pony AWM a, ARM 

2 1 3 (0,1) 

3 3 (0.1.2) 5 {0,1,2} 

4 6 {0,1,2,4} 9 {0,1,3,4} 

5 9 (0.1.2,4.7) 13 (0.1.2,6,9) 

6 13 (0.1.2,3.6,10) 19 (0.1:3,12,14,15) 

7 17 {0.1,.2.3.4,8.13) 21 (0.1,2.3,4,10,15) 

8 n 10,1,2.4.8,33.18,22) 30 (0,153,9,11:12.16,26) 
9 30 (0.1.2,4.10,15,17,22,28) 35 (0,1,2.7,8.11,26.29,30) 


~ 
o 
we 
a 


(0,1.2.3.6,12,19.20,27,33] 


他 们 称 有 个 顶点 和 e 条 边 (e 之 v) 的 联接 图 为 和 谐 的 ,如 果 用 不 
Ais LC 去 标 项 点 zx, 使 得 当 边 xy 用 !(z) + Cy) Ris 35 B9 
标号 形成 一 个 完全 剩余 系 (mod e ). 树 (满足 e 一 "一 1) 也 被 称 为 
和 谐 的 ,如 果 仅 有 一 个 顶点 标号 被 重复 且 边 标号 形成 一 个 完全 剩 
余 系 (modv 一 1). 与 前 一 个 问题 的 关联 是 :wz(o) PRA UTA 
的 任意 和 谐 图 中 边 的 最 大 个 数 . 例如 , 从 表 6 中 ,我 们 注意 到 : 
ny(5) 二 9 ,有 集合 {0,1,2,4,7} ;因此 9 条 边 中 的 最 大 值 能 出 现在 


图 6 模 9 与 模 13 的 和 谐 图 


有 5 个 顶点 的 和 谐 图 中 ( 见 图 6(a)). Graham 和 Sloane 把 和 谐 图 
和 优美 图 进行 了 比较 和 对 照 . 优美 图 在 图 论 中 已 被 讨论 . 如 果 一 个 
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图 的 顶点 标号 是 选 自 [0, e] 且 边 标 号 由 MG — 100 | RHE RU 
此 图 是 优美 的 . 后 者 全 都 是 不 同 的 (也 就 是 说 ,从 [1,e ] 中 取 值 )， 

人 们 猜想 , 树 既 是 和 谐 的 ,又 是 优美 的 . 但 是 ,这 是 一 个 未 解决 
问题 .如果 ”为 奇 , 则 图 c, 是 和 谐 的 ;如 果 n 二 0 或 3Cmod 4), 则 图 
c, 是 优美 的 ; 友 图 或 风车 仅 当 n 半 2 (mod 4) 时 是 和 谐 , 仅 当 n =0 
3k 1(mod 4) 是 优美 的 ; 扇 和 轮 既 是 和 谐 的 也 是 优美 的 , 但 对 于 立 
方 体 不 是 如 此 ,对 八 面体 也 一 样 . 


C13. 最 大 无 和 集 

如 果 21,22, a, 是 任意 4 个 不 同 的 自然 数 , 则 总 能 找到 最 大 
数 / 使 它们 中 的 /个 anosa, WE a, +a, Aad <j<k<l, 
lima) BEAM ARIAL BW} la, = 2'l1< 
i Sn) EHI LO) = 0) . Klarner 证 明了 ln) cln n. 8 —J5 ij, 
集合 {2 +0,4 MI «iss 1) 推出 LC35) <s+ 3, B LO) 
«lae 3. Selfridge 用 集合 {( 3m -- O27 | -i <t ilis 


m) 推广 了 这 一 结果 ,并 证 明了 /Cm?) < 2m. Choi 用 得 法 已 进一步 
”改进 此 结果 为 L(xn) Kat, 

此 问题 能 被 一 般 化 :对 于 每 一 /, 是 否 存在 n = n0) ,使 得 如 
果 二 上 且 a1,4,,…,as 是 某 群 的 任意 4 个 元 满足 任 两 个 之 积 aiai, 
天 ee 是 群 的 单位 元 (这 里 isis 可 能 相等 ,因此 不 存在 1 阶 或 2 阶 
的 4), 那么 存在 i 个 ,使 得 aias Aan LLRI SmS 
n? 对 7 = 3 此 问题 也 没有 得 到 解决 . 


[1]S，L，G，Choi, On sequences not containing a large sum-free subse- 
quence, Proc, Amer. Math. Soc. :41(19732,415-418; MR 48# 3910. 
[2]S. L. G. Choi, On a combinatorial problem in number theory, Proc. 
London Math, Soc. ,(3)23(1971) :629-642, MR 45 # 1867. 

(3]P. H. Diananda and H. -P. Yap, Maximal sum-free sets of elements of fi- 
nite groups, Proc. Japan Acad. ,45(1969) 1-5, MR 39# 6968. 
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[4JLeo Moser, Advanced problem 4317, Amer. Math. Monthly ,55(1948), 
586;solution Robert Steinberg,57 (1950), 345. 

(5]Anne Penfold Street, A maximal sum-free set in As, Utilitas Math. , 
5(1974),85-91; MR 4911 7156. 

(6]Anne Penfold Street, Maximal sum-free sets in abelian groups of order 
divisible by three, Bull. Austral. Math. Soc. ,6(1972),439-441;MR 
46# 5484. Corrigenda,7(1972) .317-318; MR 47# 5147. 

[7 ]P. Varnavides ,On certain sets of positive density, J. London Math. Soc. , 
34(1959),358-560;MR 21# 5595. 

[8]H. P. Yap, Maximal sum-free sets in finite abelian groups, Bull. 
Austral. Math. Soc. ,4(1971) ,217-223, MR 43# 2081 [and see ibid, 

5(1971) .43-54;MR 451:3574, Nanta Math. ,2(1968),68 一 71,MR 
38 # 3345 ;Canad, J. Math. ,22(1970),1185 一 1195,MR 42111897,J. 
Number T heory,5(1973),293-300; MR 48 #11356 ]. 


C14. 最 大 无 和 为 零 的 集合 
Erdos 和 Heilbronn 欲求 不 同 剩余 类 (mod m) HRK k = 
k(n) ,以 致 于 不 存在 和 为 零 的 子 集 . 例如 ,集合 1, 一 2,3,4,5,6 表 
H &(200 之 6, 且 事 实 上 等 号 成 立 . 该 例子 的 模式 表明 
k 之 [( 一 1 十 V8m 十 9)/2] Gm 之 5). 
等 式 在 S< m «C24 成 立 . 可 是 ,Selfridge 注意 到 ,如 果 m 具有 形式 
20* +1+1), RABE 


, Us — > s ?一 9 


推出 
k>a+1= V2m 一 3. 
实际 上 ,他 猜想 ,对 任意 偶数 m, 此 集合 或 /被 删 去 的 集合 总 能 给 
出 最 好 的 结果 ,例如 ,k(42) 之 9. 
另 一 方面 ,如 果 p 是 下 列 区 间 内 的 素数 


lia +1) «ocio DG-- 2, 
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他 猜想 &(z) = k ,其 中 集合 可 能 仅 为 

1 2 ，… 
k (43) 一 8 的 情形 已 被 Clement Lam 证 得 . 因此 ,上 不 是 m 的 单调 
函数 . 目前 , X HL EG > [V2m 一 3] 好 的 结果 是 (25) 之 


450 — 1 二 7. 后 者 的 证 明 借助 于 集 1,6,11,16,21,5,10., 如 果 m 
= 2510 十 1)/2 为 奇 ,那么 , 极 可 能 用 集合 1, 一 2,3,4,… 进行 改 
进 .但 是 ,如 果 m = 2510 十 1)/2 为 偶 , 那 么 已 给 出 的 构造 总 是 较 
好 的 . 

k= [( 一 1 十 V8m 十 9)/2] 对 于 无 穷 多 个 成 立 妈 ? 

对 于 上 述 的 mx 和 值 ,存在 一 个 实现 集 ,其 中 不 存在 与 mm 互 素 的 
元 素 吗 ?例如 ,mm = 12:(3,4,6,10) 或 {4,6,9,10}. 存在 一 个 mm 值 ， 
使 得 所 有 的 实现 集 都 具有 此 种 类 型 吗 ? 

Erdos fü Heilbronn 证 明了 ,如 果 aa 2, (XX Hk m 
3(620!7) 是 不 同 剩余 (mod p) p WHR, HA — 39] 4x (mod p) 
都 能 写成 2)_,save 一 0 或 1. 他 们 猜想 ,对 上 之 2 VP 同样 成 立 ， 
且 这 是 可 能 达到 的 最 好 结果 .Olsen 证 明了 此 猜想 . 他 们 进一步 狂 
想 , 形 如 a; + a; 的 不 同 剩 余 (mod 22 的 个 数 至 少 为 2 一 3, 其 中 1 
iQ ji Sh; 此 问题 仍 未 获 解 决 , 


[1]P. Erdós, Some problems in number theory, in Computers in Number 
Theory, Academic Press, London and New York,1971, 405-413. 

[2]P. Erdos and H. Heibronn,On the addition of residue classes mod p, 
Acta Arith. ,9 (1969) ,149-159. 

(3]Henry B. Mann and John E. Olsen, Sums of sets in the clementary a- 
belian group of type (p,p), J. Combin. Theory ,2(1967) 275-284. 
L4]John E. Olsen, An addition theorem, modulo p,J. Combin. Theory, 

5(1968) ,45-52. 
[5]John E. Olsen,An addition theorem for the elementary abelian group, J. 
Combin. Theory,5(1968),53-58. 
[6]C. Ryavec,The addition of residue classes modulo n, Pacific J. Math. , 
* 112* 


26(1968) , 367-373. 
[7]E. Szemeredi, On a conjecture of Erdos and Heilbronn, Acta Arith. , 
17(1970-71) , 227-229. 


C15. 非 平均 集 

Erdos 和 Straus 定义 整数 集合 4= (Oca La, e <a, < 
zx) 为 [0,z] 上 的 非 平均 集 , 如 果 在 4 中 ,没有 ww 是 4 的 多 于 一 个 元 
素 的 子 集 的 算术 平均 . AS) 表 这 样 的 集合 中 元 素 的 最 大 个 数 ， 
用 g(z) 表 整 数 集合 [0,z] 的 子 集 B 中 的 元 素 的 最 大 个 数 , 这 里 B 
满足 BB 的 任 两 个 不 同 子 集 有 不 同 的 算术 平均 ,并 且 用 h(x) 表 对 应 
的 最 大 值 , 这 里 B 的 子 集 有 不 同 的 元 素 个 数 , Abbott 和 Erd6s 一 
Strans 利用 Szemerédi 结果 (看 E7) 证 明了 : 


aloe x — OQ) <log fiz) < “log zd OQ), 


Log zr—l1«gG)c«log x 4 O(ln In x), 


Vlog x — 1-- OQ/ vin z) < log h(x) < 2log Inz + OCD, 
并 且 猜 想 ,， f(x) = exp(c In x) = olr) B h(t) = (Q4 
o(1) log x. (log z = (In z)/In 2) 是 以 2 为 底 的 对 数 ). 

Erdos 起 初 欲求 [0, z] 中 整数 的 最 大 个 数 &Cx) ,此 集合 中 , 没 
有 一 元 未 能 除 尽 任何 其 他 元 素 的 和 . 这 样 的 非 除 尽 集合 显然 是 非 
X Xp WM. A 此 ,k(x) < f(x). Straus 证 Bj, A(x) m 
max (f Gx/ f (222 ,f C V z )). 

Abbott 最 近 已 证 明 ,如果 ZO). 是 最 大 的 m ERIE n 
整数 的 集合 包含 一 m 个 元 素 的 非 平均 集 ,那么 Ln) < mas 


[1]H. L. Abbott, On a conjecture of Erdos and Straus on non-averaging 
sets of integers, Congressus Numerantium XV ,Proc. 5th Brit. Combin, 
Conf. Aberdeen,1975,1-4. 


[2]H. L. Abbott, Extremal problems on non-averaging and non-dividing 
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sets, Pacific J. Math. ,91(1980),1-12. 

[3]P. Erdos and E. G. Straus, Non-averaging sets I], in Combinatorial 
Theory and its Applications I1, Colloq. Math. Soc. János Bolyai 4, 
North-Holland ,1970,405-411. 

[4]E. G. Straus, Non-averaging Sets, Proc. Symp. Pure Math. , 19 Amer. 
Math. Soc. Providence 1971,215-222. 


C16. 最 小 覆盖 问题 

设 {a} en SABRI <a; << 2n 的 任意 集合 ,人 5)} 是 补 集 
1x 6, 2n, H bj £ a. M, fea; — bj = k(— 2n < k < Qn) 的 解 
的 个 数 且 M = min max,M,, E rP S EUR: FI (a;) . Erdos 证 
明了 M 2 n/4 ;Scherk 改进 到 M > (1 — 27"? )n ,Swierczkowski 
改进 到 M>> (4 — V 6 )n/5. Leo Moser 获得 进一步 地 改进 , M> 


V2 —1)/431 M2 N4 — Vi5(n — D. 8 —Jr ili, Motzkin 
等 人 得 到 一 个 例子 表明 M < 2n/5 ,与 Erdos 的 猜想 M = n/2 相 
反 . 存在 一 个 数 c 使 M ~ cn? 

Leo Moser 提出 一 个 对 应 问题 ,这 里 {a;} 的 元 素 个 数 不 是 nn 
MÆ kk = [on] 对 某 些 实数 “成立 (0 过 a 过 1). 


[1] P. Erdós, Some remarks on number theory (Hebrew, English 
summary), Riveon Lematematika ,9(1955) ,45-48; MR 17,460. 
[2]L. Moser, On the minimum overlap problem of Erdos, Acta Arith. , 
$(19595,117-119; MR 21 #5594. 
L3]T. S. Motzkin, K. E. Ralston and J. L. Selfridge, Minimum overlap- 
pings under translation, Bull. Amer. Math. Soc. :62(1956),558. 
[4]S. Swierczkowski,On the intersection of a linear set with the translation 


of its complement, Colloq. Math. ,5(1958) 185-197, MR 2111955. 


C17. 独立 的 正 整数 集合 
Selfridge 称 正 整数 a, < as < <a, 的 集合 为 独立 的 ,如 果 
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D ca; = OK c; 是 不 全 为 0 的 整数 ) HE HUE IDE IN eL 1L 
A WA BE, Re ERR BA a, 至少 为 
21. 他 为 下 面 的 问题 的 解决 提供 10 美元 的 奖金 ;个 独立 整数 a, 
= 2— 2-1 i 有) 的 集合 是 仅 有 的 其 最 大 元 素 不 超过 2: 的 集 
合 吗 ?如 果 a, — 27 , 则 它 是 仅 有 的 这 样 的 集合 . 

称 一 无 穷 整数 序列 (a) 为 弱 独 立 的 ,如 果 任 意 关系 式 Dea 
一 0,6 一 0 或 士 1 且 6 一 0 除了 有 限 次 外 , 均 推出 6 二 0 对 所 有 
i 成立 . 如 果 上 述 序 列 对 & — 0,41, R12 同样 成 立 , 则 称 为 强 独 
立 的 , Richard Hall 问 :是 否 每 一 弱 独 立 序 列 都 是 强 独 立 序列 的 有 
限 的 并 . 


[1]J L. Selfridge, Problem 123, Pi Mu Epsilon J.,3(1959-64),118, 
413-414. 


C18. 平方 和 

Paul Turan 和 欲 知 正 整数 ”能 被 表 成 4 个 两 两 互 雪 平方 数 的 
和 , 即 n = ri + 2} + 23 + zi, Crit) = 1(1 xl js WH 
Tr. 如 812, W ”不 能 这 样 来 表示 , 且 George Turán 已 证 明 , n =5 
(mod6) 也 不 能 这 样 表示 . 

另 一 方面 ,Paul Turán 猜想 ,所 有 正 整数 都 能 表 成 至 多 5 个 
两 两 互 察 平 方 数 的 和 . 所 有 充分 大 整数 都 能 表 成 恰好 5 个 两 两 互 
素 的 平方 数 的 和 吗 ? 

I Chowla 猜想 ,每 一 正 整数 是 集合 {(p? 一 1)/24|p HRM 
25) 中 至 多 4 个 元 素 的 和 . 需要 4 个 这 样 的 加 数 的 最 小 数 是 33. 

把 这 些 问题 与 Wright 的 结果 比较 . 例如 ,Wright 证 明了 ,如 
FR Ay yey Ay 是 给 定 的 实数 且 为 十 … 十 和 二 1, 则 每 一 个 有 充分 大 
TAF n ERR n = mi + + + m?, B m 一 An| = o(n). 他 对 
5 或 更 多 个 平方 数 及 对 3 个 平方 数 也 有 类 似 的 结果 (当然 ,对 后 一 
.种 情形 ,假定 nn 不 是 形 如 4 (8L 十 7)). 


°. 115* 


Bohman, Froberg 和 Riesel 证 明了 ,有 31 个 数 不 能 表 成 不 同 
平方 数 的 和 , 且 所 有 比 188 大 的 数 都 能 表 成 至 多 5 个 不 同 平方 数 
的 和 . 仅 有 124 和 188 需要 6 个 不 同 的 平方 数 . 


[1]Jan Bohman, Carl-Erik Froberg and Hans Riese, Partitions in squares, 
BIT ,19(1979) ,297-301;MR 80k;10043. 

[2]E. M. Wright,The representation of a number as a sum of five or more 
squares, Quart, J, Math. (Ozxford),4(1933),37-51 and 228-232. 

[3]E. M. Wright, The representation of a number as a sum of four ‘almost 
proportional’ squares, ibid, 7(1936),230-240, 

[4]E. M. Wright, Representation of a number as a sum of three or four 


squares, Proc. London Math. Soc. ,(2)42(1937) »481-500. 
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“这 门 学 科 可 简要 地 这 样 来 描述 , 它 主 要 是 讨论 整 系数 多 项 式 
方程 1 (ay xi onm 二 0 的 有 理解 或 整数 解 . 众所周知 , 数 个 世纪 
以 来 ,没有 哪 一 个 专题 象 这 样 吸引 了 如 此 众多 的 专业 和 业余 的 数 
学 家 的 注意 .也 没有 哪 一 个 专题 产生 了 象 这 样 多 的 论文 .” 

土 述 这 段 话 引 自 Mordell 3$ CE $$ FH 7; BH) (Diophantine E- 
quations , Academic Press,London,1969) 一 书 的 前 言 , 它 表明 ,这 
一 节 将 比 其 他 任何 地 方 都 令 我 们 激动 . 如 果 你 对 这 一 专题 感 兴趣 ， 
还 请 参考 柯 召 和 孙 琦 著 《 谈 谈 不 定 方程 (上 海 教育 出 版 社 ,1980) 
以 及 曹 珍 富 鞭 (于 番 图 方程 引 论 》( 哈 尔 滨 工业 大 学 出 版 社 ,1989). 
这 些 书 都 较 全 面 论述 了 已 知 的 ,大 量 的 未 解决 问题 与 结果 ,而 且 可 
读 性 强 . 此 外 ,与 二 次 域 类 数 、 椭 圆 曲线 以 及 有 限 域 等 有 关 的 丢 番 
图 问题 本 章 没 有 论 及 . 


Di. SA Euler 猜想 

Euler 曾经 写 道 :“ 对 于 许多 几何 学 家 来 说 ,似乎 Fermat KE 
理 是 可 以 推广 的 ,就 象 不 存在 两 个 立方 数 ,其 和 或 差 也 为 立方 数 的 
问题 一 样 . 找到 三 个 4 次 方 数 ,其 和 仍 是 4 次 方 数 是 肯定 不 可 能 的 
(要 使 其 和 为 4 次 方 数 ,那么 至 少 需 要 四 个 4 次 方 数 ,尽管 到 目前 
为 止 尚 没 有 人 能 找 出 这 样 的 4 次 方 数 ). 同样 地 ,找到 四 个 8 PORE 
其 和 仍 为 5 次 赛 似 乎 也 是 不 可 能 的 . 对 于 更 高 次 宕 也 存在 类 似 的 
情况 .” 

Euler 提出 的 这 些 问题 在 很 长 时 间 内 没有 取得 任何 进展 . 直 
到 1911 年 ,R. Norrie 才 找 到 了 四 个 4 次 方 数 的 一 个 例子 ， 
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30* + 1204 + 2724 + 315* = 353‘. 
50 年 后 ,Lander 和 Parkin 给 出 了 Euler 一般 猜 想 的 一 个 反例 : 
275 + 845 十 1105 + 1335 = 1445. 
Mat +h + c= WRB OE Euler 猜想 的 主要 部 分 ), 已 知 
d < 220000 时 没有 非 平凡 的 整数 解 . Guy 说 ,其 至 a 十 十 c= 二 
d' 是 否 有 非 平凡 的 整数 解 也 未 解决 . 实际 上 ,容易 给 出 a 十 十 
c 二 的 无 穷 多 组 非 平 凡 的 整数 解 ,例如 郑 格 于 得 到 ( 见 [8]) a = 
2st (s? -- £u b = 2st (s? — t Ju? e = (st — t'Ou!,d = (16s + (5! 
”一 给 六)x 1988 4£ 2 B EA KARAS 3E ZI E D 9] REL" E] 
际会 议 上 ,美国 Noam D. Elkies 利用 椭圆 曲线 给 出 了 方程 of + Of 
+ cl = d' 的 无 穷 多 组 正 整 数 解 , 例 如 26824404 + 153656394 十 
18796760* = 20615673‘, Roger Frye 找到 最 小 的 解 是 
95800* 十 217519* + 414560* = 422481*. 
这 是 竺 番 图 方程 中 的 一 个 重要 成 就 ,但 给 出 at 十 十 c' 二 dt 或 at 
+ Of + ct = d! 的 全 部 整数 解 仍 是 十 分 困难 的 . 
Simcha Brudno 提出 了 下 列 问 题 ; 方 程 a; 十 6 十 cs 十 ds 二 5 
有 参数 解 吗 ( 当 e S765 时 有 一 个 解 )? Euler HRA B E CE BU 
例 吗 ? Selfridge 等 曾 算出 1141 = 10775 + 7026 十 4745 + 4025 + 
234° + 745,102 = 90’ + 857 + 837 + 64 +58? + 537 + 357 4- 12". 


对 于 方程 也 二 (Gs 之 3), 当 1 之 m 之 s 时 ,除开 s = 4,5 外 是 否 


有 非 平 凡 的 整数 解 ? 曹 珍 富 猜 想 它 没有 非 平凡 的 整数 解 .对 1 二 m 
三 s 时 , 它 极 有 可 能 存在 非 平凡 整数 解 . 但 至 今 还 没有 找到 mr = s 
= TS. 

从 平凡 解 (1,1,1,1) PAR Rat +o =c 十 d* 的 参数 解 的 方 
法 是 众所周知 的 . 这 种 方法 可 以 用 来 产生 所 有 已 知 的 解 ,并 且 它 将 
仅 产 生 参 数 的 次 数 为 6n 十 1 型 的 解 . Guy 在 他 的 书 (D1) 中 指出 ， 
“为 了 回答 Brudno f [E] El, 6n 十 1 不必 是 素数 . 尽管 25 次 没 出 
现 ,49 次 却 出 现 了 ”Choudhry 于 最 近 找 到 了 25 次 的 含 两 个 参数 
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的 解 . . 
. Swinnerton-Dyer 有 另 一 种 从 旧 解 中 产生 新 解 的 方法 ,并 且 
与 对 称 性 一 起 能 证 明 这 两 种 方法 产生 了 所 有 的 非 奇 异 解 , 即 产 生 
了 所 有 的 非 奇异 曲线 对 应 的 解 .此 外 ,从 他 能 给 出 找到 给 定 次 数 的 
所 有 非 奇 异 解 的 有 限 过 程 的 意义 上 来 说 ,他 的 方法 是 构造 性 的 . 所 
有 非 奇 异 解 次 数 均 为 奇 , 且 所 有 充分 大 的 奇 次 都 出 现 . 不 运气 地 ， 
奇异 解 也 存在 . Swinnerton-Dyer 有 产生 奇异 解 的 方法 ,但 是 , 没 
有 理由 认为 他 的 方法 产生 全 部 的 奇异 解 . 把 这 些 解 全 描述 出 来 需 
要 完全 新 的 概念 . 一 些 奇 异 解 次 数 为 偶 , 所 以 他 猜想 ( 且 大 概 能 证 
明 ), 以 这 种 方式 ,所 有 充分 大 的 偶 次 也 能 出 现 ， 
在 同样 的 意义 上 ,Andrew Bremner 能 找到 方程 6 +b 4- c5 

= +e 十 六 的 “全 部 "参数 解 , 这 里 “全 部 ?加 引 号 ,是 因为 这 些 
解 满足 方程 : 

a -Fad — d* = f*-Ffc—c, 

B+ be — è = d + da — a’, 

e+e- fP =e +eb—F 
(这 可 能 不 象 第 一 次 出 现时 那么 严格 ). ABA a +O 4 = 
公 十 6 十 户 的 “全 部 ”参数 解 ,满足 a 十 5 十 c 二 dq 十 e 十 f 和 a 
—b-d-—e. 
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D2. Fermat 大 定理 及 其 相关 的 问题 
Fermat 大 定理 是 指 ;, 当 za 之 2 时 方程 ty =r 没有 正 整数 
R. 这 是 1637 年 左右 Fermat SF MER. 自 此 以 后 360 年 来 , 许 
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多 数学 家 试图 证 明 它 ,但 均 没 有 成 功 . 直到 1995 年 A. Wiles RR 
了 100 多 页 的 著名 论文 “ 模 椭 加 曲线 与 Fermat 大 定理 ”(Modular 
elliptic curves and Fermat’s last Theorem), 才 为 证 明 Fermat 大 
定理 画 上 了 句号 . 两 年 后 ,Wiles 获得 了 为 第 一 个 证 明 Fermat 大 
定理 而 设立 的 Wolfskehl 奖 . Wiles 的 证 明 , 是 在 前 人 工作 的 基础 
上 进行 的 . 首先 ,Fermat 本 人 证 明了 * 一 4 时 结论 成 立 . 这 样 ,证 明 
Fermat 大 定理 就 只 需要 考虑 z 一 /为 一 个 奇 素数 的 情形 . Euler 于 
1770 年 证 明了 p=3 的 情形 ,后 来 Gauss 对 p=3 又 给 出 了 一 个 新 
证 明 . 基于 上 述 结果 ,只 需要 证 明 ; 设 p 为 一 个 奇 素数 ,p> 沁 >3, 则 不 
存在 两 两 互 察 整数 a,b,c 满足 a? 十 br 二 ct,abc 关 0. 1985 年 ,Frey 
建立 了 Fermat 大 定理 与 椭圆 曲线 的 联系 ,构造 了 著名 的 Frey {ff 
圆 曲 线 Es y’=2(r—a’) (x +b"), 1986 年 ,Ribet E 8 ; Fermat 大 
定理 是 椭圆 曲线 中 的 Shimure-Taniyama 猜想 的 推论 , 即 Ribet 证 
明了 Frey 曲线 EE 不 满足 Shimure-Taniyama 猜想 . 1995 年 ,A. 
Wiles iE BI Xj ^3 38 3E " (semi-stable) i9 386 H th £x Shimure-Taniya- 
ma 猜想 成 立 . 由 于 可 以 不 妨 设 a==3(mod4),2|6,# Fery 曲线 E 
是 半 稳 定 的 ,这样 Fermat 大 定理 作为 Wiles 上 述 结果 的 推论 而 得 
到 证 明 . 

对 Fermat 大 定理 的 研究 ,还 有 一 些 重大 的 成 果 , 例 如 历史 上 
Kummer, 80 年 代 以 来 的 Faltings， Heath-Brown, 特 别 是 Adle- 
man 与 Heath-Brwon 合作 对 第 一 情形 的 重要 工作 . 

现在 ,人 们 关心 的 问题 是 ,除了 给 出 Fermat 大 定理 的 新 证 明 
或 简化 证 明 外 ,对 与 其 相关 的 一 类 问题 将 更 为 感 兴 趣 . 这 类 问题 包 
括 : 


(1) 对 每 个 正 整 数 c 判断 方程 zt 土 y=czt 和 rty =c 是 
否 有 (z,y) 一 1 的 正 整 数 解 ,这 里 p ARR. 显然 当 c 二 at +s, 
(a,b) = 1 时 方程 zt 十 y= ez Ai z= a,y = bz 二 1; 利 用 zx 
+ yf 一 at 十 纪 含 参数 的 解 ,可 给 出 某 些 c 使 方程 zx' 十 二 cz' 有 
(zx,y) — lor» y 的 两 组 正 整 数 解 .例如 当 c = 133 十 134: 时 , 方 
E x! t y'= czt HIR z= 1,(2,y) = (134,133), (158,59). 但 对 
怎样 的 c ,方程 可 有 三 组 正 整数 解 ? 
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Powell, Terai 和 Osada, Y BH UJ J& Henri Darmon 还 讨论 了 
HE rty — z^ dy! zh AR ex! + dy! m zx BG) 
— 1,c 5 d 是 两 个 互 察 的 无 平方 因子 正 整 数 ,p ETRA. 在 
plryz 时 最 一 般 的 结果 是 属于 曹 珍 富 的 ;在 pzxyz 时 , Darmon 在 
Shimure-Taniyama 猜想 的 假设 下 ,证 明了 :如 果 p 之 11,p 二 1 
(mod4) 3% 2| z, lj z* — y* = z'Gryz #0, 2,30 = 1) 没有 整数 
S. 

(2) 对 给 定 的 正 整数 4,B,C, 研 究 方 程 Ax" 十 By" - Cz" 满足 
(zyy) 二 1 的 整数 解 . Darmon 和 Granvill 在 有 关 椭 圆 曲 线 的 Serre 
猜想 和 Frey 猜想 成 立时 ,证 明了 当 n 汪 3 时 方程 Ax" + By" = Cr" 
仅 有 有 限 组 整数 解 (z,y,z,n). 但 Serre 猜想 是 很 广 的 ,例如 Serre 
猜想 能 推出 Shimure-Taniyama 猜想 , 他 们 还 提出 了 “广义 Fermat 
猜想 ”: 方 程 


ye + ML (Cry, 2), xyz 


BR 14-2 — 35,27 —3',7 3-13! 2 2, 2^ 17 — 71*, 3 +11! = 
122^, 177 + 76271! = 21063928", 1414? + 2213459? = 657, 9262? + 
15312283” = 113’, 43 + 96222) = 300429077, 33® + 1549034? = 
15613? 外 ,没有 整数 解 . 

Andrew Beal 对 下 列 猜想 的 证 明 设 了 大 奖 ; 如 果 p,q,r WE 
少 为 3,(zx,y,z) 二 1, 那 么 方程 tyr 没有 正 整数 解 . 最 近 
Darmon 和 Merel 证 明了 : 4 p=g 之 3,r 二 3 时 Beal 猜想 成 立 . 

Erdos 和 Oblath 证 明了 2°’+y’=n! (p>2) ASU. RAT 
希望 证 明 方程 Ey =n Z’(n>2) A z 关 0 的 整数 解 . 

(3) 初 等 方法 在 研究 偶 指 数 的 Fermat 问题 中 已 获得 了 一 系 
列 结果 .Terjanian 证 明了 : 设 p 为 奇 素数 ,如 果 方 程 za 十 y2 = 
z”? 有 解 , 则 2p|z 或 2p|y. 孙 琦 和 曹 珍 窜改 进 这 个 结果 为 8p|z 或 
8Ply. 实际 上 ,结合 前 人 的 工作 ,可 以 推出 8p" | 或 8p? |y. XR 
Xt FH x? + y = zz? 证 明了 4p:|z 或 4p;|y. 那 么 ,是 否 可 用 初 
等 方法 给 出 zz 十 y* — v^ 的 最 终 解答 ? 
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D3. 3&3 Xy i5] Sl 

Mordell 问 :方程 
(4) 6y? = (z + 1) — z + 6) 
BLA x —— 1,0,2,7,15 和 74 18821971 Æ, Ljunggren 第 一 
个 给 出 了 这 一 问题 的 回答 ,他 证 明 方程 (4) 的 全 部 解 为 工 一 一 1， 
0,2,7,15,74 和 767. 后 来 ,又 有 一 些 人 给 出 了 方程 (4) 的 解 的 新 
证 明 . 但 都 不 是 初等 的 . 曹 珍 富 希 望 给 出 (4) 的 一 个 初等 证 明 . 


注意 到 方程 (4) 来 自 »-[2]* 1] * (2) (2) Marin 


Gardner X JE St. =A. We. ui R3; en, 并 使 其 成 对 
相等 . 在 因此 而 得 到 的 六 个 问题 中 ,除开 “三 角形 二 方 棱锥 “外 ， 其 
余 已 全 被 解决 了 . 而 此 种 情形 导出 的 方程 为 ， 
3(y + 1)? = 8r? + 1227 + 4x + 3, 
其 解 的 数目 是 有 限 的 . 那么 它 的 解 都 由 z= 一 1,0,1,5,6 8085 给 
出 吗 ? 
“ 方 棱锥 一 四 边 形 ”的 情形 是 Lucas I9] EI. ERASE 
六 一 zz 十 1)(2z 十 1)/6 
,124 ， 


仅 有 的 非 平 凡 解 是 x = 24, y = 70 187 该 问题 已 被 Watson. HRA 
函数 和 Ljunggren(1952) 用 二 次 域 上 的 Pell 方程 予以 解决 . 由 于 
Watson 和 Ljunggren 的 方法 不 是 初等 的 ,Mordell [n] :是 否 存在 初 
等 的 证 明 . SAN) , 徐 复 玉 和 和 曹 珍 富 各 自 独 立 的 给 出 了 初等 证 明 . 
后 来 Anglin 与 Cucurezeamu 各 自给 出 了 更 为 简短 的 初等 证 明 . 

对 “四 边 形 二 四 面体 ”的 情形 ,相应 的 方程 为 六 ==z(zx 十 1)(x 
十 2)/6, 是 否 (48,140) 是 仅 有 的 非 平凡 解 ? 因为 前 一 个 方程 能 写 
TER : ` 

(2y)? = 2x(2x + 1) (2z + 2)/6, 

故 21z 已 得 到 解决 . 而 在 ?让 z 时 , 曹 珍 富 已 证 明 : 方 程 py = 
zz + 1)(r+ 2) ARRO 仅 有 正 整数 解 户 一 3,z 一 yy 一] 与 
PP 二 7,T 二 7,y 二 6, 从 而 给 出 方程 y= z(z 十 1)(z 十 2)/6 RA 
EF AL (48,140). 

对 “三 角形 数 二 三 角形 的 平方 ”, 相 应 的 方程 为 
(B) x»—D. [ey 

2 2 

Ljunggren (1946) Hj p -adic 方法 证 明了 方程 (8) 仅 有 正 整数 解 
(z, y) =(1,1), (2,2), (4,9). {B Ljunggren 的 证 明 是 一 个 “复杂 
的 "证 明 . Cassels 利用 四 次 域 Q(Y 一 2) 给 出 一 个 较为 简单 的 证 
8j. 曹 珍 富 、. 邓 谋 杰 与 黎 进 香 又 给 出 一 个 更 为 简洁 且 初 等 的 证 明 . 
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[13]f& 8E x: (Z. Xu), WBRZ. Cao), X: F Mordell 的 一 个 问题 ,科学 通报 ， 
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Dil k RVR 
B ru) J& n = i! RERS z; 的 解 的 个 数 ,Hardy 和 


Littlewood fj fig K Jj e > 0 SEIS rian) = OQ. HER = 2, Xx 
是 众所周知 的 , 事实 上 ,对 充分 大 的 ， 

rj) « nO toln2/ininn 
且 这 里 的 1n2 不 能 被 更 小 的 数 代替 (否则 上 式 不 成 立 ). Mahler 对 
二 3 否定 了 这 一 猜想 ,他 证 明了 7.,(n) > cn’? 对 无 穷 多 个 成 
X. Erdos 认为 ,对 所 有 nrs,s(n) < ca? 是 可 能 的 ,但 没有 人 能 


证 明 . 猜想 KK 也 许 对 4 之 3 RJ GE Cua G0! a XE EA) 


大 是 可 能 成 立 的 . T 
S. Chowla iE T ,X4 k > 5,7. 00 OQ), 并 和 Erd6s 一 起 
证 明了 ,对 每 个 之 2 和 无 穷 多 个 n, 有 
rean) > exp(c,lnn/iIninn), 
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Mordell WHAT r,,, G0 4OC1) H Mahler 证 明了 rs) > (In 
n 31523 v n RE ra 00 的 非 平凡 的 上 界 现 尚 不 清楚 . Jean 
Lagrange 已 证 明 ,lim sup 74.2(n) > 2 H lim sup 7,3(1) = co. 

设 Alr) 是 整数 4 Sx RRR + eH ANTE. 一 
个 棘手 的 问题 是 估计 Aus G0 的 大 小 .Landau 证 明了 ， 

Aix) = Ce + 0(1))z/Unx)”?, 

Erdos 和 Mahler WEH T , WẸ > 2, BBA Aan > cix", A Hooley 
证 明了 AL, = (cp HoA 似乎 可 以 肯定 ,如 果 / <k, JPA A 
Dcut”, B. Aa > 2 对 每 一 个 e 成 立 , 但 是 这 些 尚未 被 证 实 . 

从 Chowla-Erdos 的 结果 知 , 对 所 有 A ,存在 n 使 得 

yun=prgtr 

PRP RK. 对 多 于 3 个 加 数 的 情形 ,现在 还 没有 得 到 任何 相 
应 的 结果 . 

另 一 个 引 人 注 目的 问题 是 :每 一 个 数 都 是 AP WAR? 
已 证 明 除开 形 如 On 士 4 的 数 外 ,这 是 正确 的 . 

更 进一步 的 要 求 是 ,每 一 个 数 是 4 个 立方 数 的 和 ,而 其 中 的 两 
个 立方 数 相等 . 特别 地 ,76 一空 十 六 十 2 有 解 吗 ? 其 他 小 于 1000 
且 仍 存疑 问 的 数 是 148, 183, 230, 253, 356, 418, 428, 445, 482, 
491,519, 580,671,734,788, 923,931 和 967. 所 有 不 具有 92 + 4 
形式 的 数 都 是 3 个 立方 数 的 和 吗 ? 

AE 3 = 2° Hy + 2° AM OI. O:45,4,—5,08 
(一 5,4,4), 还 有 其 他 解 吗 ? Cassels 证 明 , 如果 存在 解 , 则 工 三 y — 
z(mod 9). 对 于 方程 e+ y+ 234+ 03 = 0o, ATHZEHBCES 
图 方程 引 论 》(248 一 252 页 ) 中 得 知 , 早 在 1830 年 Baba 就 给 出 了 
参数 解 = (5° — suy =— C + 8)s,z = s5-- 65 — 4, w —— 
5* + 68° + 4. 后 来 ,Kroneck,Osborn 等 又 给 出 了 含 三 个 、 两 个 参 
数 的 解 . 1988 年 , 范 绍 租 给 出 了 一 般 的 解 工 = am — bn, y = — (bm 
+ an + bn),z — — (dm — cn) w =— (cem dm +dn),## a, 
pcd 是 任意 整数 ， 
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m = (a + 2b) (a! + ab + 8) — (c — d) (c! + cd + d’), 
(a — 6)(a? + ab + 5) 一 
n=<(c+ 24) (C + cd +d’), Mm zx 0, 
1 Mj m = 0. 
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(18]A. Makowski ,Sur quelques problémes concernant les sommes de quatre 
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D$. — 5t PL EE Bd 77 RIM 

Ljunggren 已 证 明 , 方 程 x’ = 2y! 一 ] 仅 有 的 正 整数 解 为 (1， 
1) 和 (239,13), 但 是 他 的 证 明 是 复杂 且 深 刻 的 . Mordell 问 ;是 否 
能 找到 一 个 简单 的 或 初等 的 证 明 ? 

Ljunggren 和 其 他 的 人 对 同类 方程 作 了 相当 可 观 的 研究 . 一 
些 参考 文献 选编 在 下 面 . 其 中 Cohn 对 全 部 D < 400 的 情形 ,给 出 
了 方程 y —Dz' 十 1 的 全 部 解 . OLRM TE r 一 Dy 二 一 1 证 
明了 :Ry=u+u D & Pell Fu? 一 Do == 一 1 的 基本 解 ， 
Bik uo = dutd 无 平方 因子 , 则 有 zx? 十 y VD = T. KEEA 
Baker FUEN T WR D> exp64, 那 么 方程 zt 一 Dy 二 1 最 多 
只 有 一 个 正 整数 解 . 在 此 之 前 ,对 任意 DD, Ljunggren 证 明了 z* — 
Dy =1824 Wa Bee, H4 D = 17850 FEKABAE 
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NU ce = 13,y = 4 Mz = 239,y = 1352. 对 于 方程 x 和 一 Dy! = 
4 与 天 一 .DY 一 有 CR 天 1 4)， 目 前 仅 解 决 一 些 特例 ,例如 Cohn 
(1968) iE AY rt 一 5y? 一 一 44 仅 有 正 整 数 解 (rz,y) = (1,3)，(3， 
|15),07,1453)2 ;z* 一 5y! = 11 仅 有 整数 解 (2,1), (4,7) 32? 一 5y* 
= 44 (UB IEEE OLD x 一 Sy! = 11 仅 有 正 整 数 解 (4,1)， 
(56,5) 32° 一 5y! =—.44 QUÉ 1E EE (6,2), (19,3), (181,9) . 
Tzanakis 证 明了 z^ — 3y 一 46 仅 有 正 整 数 解 (7,1),(17,3) ,因而 
最 终 解决 了 当 [n] 100M AB r — Ary? + y! — n OR. 
WRB |n) 所 200 时 也 解决 了 这 个 问题 ,此 时 主要 解决 了 两 个 
fA: 一 194 55 193. [BE JE E r — 3y =— 194 与 方程 xz? 一 3yt = 
193 的 解 如 何 ?能 否 给 出 它们 的 全 部 解 ?已 知 的 部 分 解 为 :x? 一 3y 
= — 194 有 部 分 解 (7,3), (41,5), (1586297,957);z? 一 3y4 = 193 
有 部 分 解 (14,1), (31,4), (86,7),(79321,214). 
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D6. 连续 数 问题 
Leo Moser 证 明 方程 
PHZ + oe + Gn — 1)" = m 
dE m « 10 时 没有 非 平凡 解 (平凡 解 显然 有 1 十 2 二 3). 后 来 Rufus 
Bowen 猜想 该 方程 没有 非 平 凡 解 . 易 知 ,车 该 方程 成 立 , 则 n~m 


In2 事实 上 , 阅 发 证 明了 该 方程 成 立 可 推出 一 [H1] s. 


In2 
利用 原 根 很 容易 证 明 该 方程 可 推出 zz 一 1 无 平方 因子 , 设 
TLS pie A= l) 是 不 同 的 素数 , 则 有 (pi 一 1) 1n(i = 
ls.) H£vebapaesbc 12:0 (mod VIO = Tye), Ae 
PRSXTIBOILI-L.-imsumg tese 
+ n — 1)" = m" HEM m — 1 至 少 是 8 个 不 同 家 数 的 乘积 . Robert 
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Tijdeman 注意 到 关于 方程 
了 十 2 十 下 十 有 二 m7 
的 一 般 结果 不 蕴含 上 述 特 定 的 方程 ， 并 且 给 出 下 面 的 最 近 进 展 ， 
van de Lune 证 明了 ,如 果 (m — 10" < +m" , N 

(L) 1" Feb bm - Dre 
Best 和 te Riele 证 明了 ,如 果 (n — 2)" > lon — D W 
(M) V+ 2 tt on > m 
因此 ,我 们 可 以 假设 ,对 于 任意 大 的 m ,整数 n 可 由 

n-a >ti- 
来 确定 . Erdos 猜想 , CL) 和 (CM) 两 者 均 无 限 多 次 成 立 . van de 
Lune 和 te Riele 证 明了 ，CM) 对 几乎 所 有 的 m 成 立 . Best 和 te 
Riele 证 明了 ，(Z) 对 m 过 工 的 最 多 1nz 个 值 成 立 .他们 计算 了 33 
对 使 (ZL) RLH, n), 最 小 的 一 对 是 : 

m = 1121626023352385,n = 777451915729368. 
但 要 证 明 CL) 无 限 多 次 成 立 似乎 很 困难 . 
柯 召 和 孙 琦 研究 了 比 Bowen 猜想 更 一 般 的 Escott 方程 
a+ (e+) fee t+ eta =e tht, 

证 明了 该 方程 在 1 委 2” 委 33 时 仅 有 正 整 数 解 1 十 2 一 3,3: 十 4 一 
5 UAR? L+S = 6, ita > 33h. WA Ae MAK SE 
全 解决 了 ?为 奇数 的 情形 , 即 他 们 证 明了 此 时 方程 无 其 他 的 解 . 他 
1138 48 n > 33 为 偶数 时 也 无 正 整数 解 . 
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D7. 7j f2 x+y tz —x-F yz 
Wunderlich 问 ,方程 zz +y -z —r-y-ctzlüsoBERX 
Ax 21$ FE? Bernstein , S. Chowla , Edgar , Fraenkel , Oppenheim, Se- 
gal 和 Sierpinski 已 给 出 了 一 些 解 ,其 中 一 些 是 参量 形式 的 ,因此 
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一 定 存在 无 穷 多 个 解 , 然而 , 通 解 仍 未 得 到 . 
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D8. Pg dg 2 25 

18424F , Catalan 曾 猜 想 :2* 和 3: 是 仅 有 的 两 个 连续 数 都 是 正 整 
SOS SECRE 1). 两 个 正 整 数 寡 中 有 一 个 是 平方 数 的 情形 吸引 了 很 多 
数学 家 的 注意 ,最 后 在 1962 年 由 柯 召 证 明了 此 时 Catalan 猜想 成 立 . 
后 来 ,Chein,Rotkiewicz 和 曹 珍 富 分 别 给 出 柯 召 定理 的 一 个 简化 证 
明 . 1976 年 ,Tijdeman 用 Baker 方法 基本 上 解决 了 Catalan 猜想 , R 
如 果 有 两 个 连续 数 都 是 正 整 数 的 赛 , 那 么 每 个 正 整数 的 等 均 小 于 
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一 个 绝对 常数 c. 近来 < 还 可 被 具体 定 出 ,例如 c < 10°". Cassels, 
柯 召 还 分 别 独立 地 证 明了 不 存在 三 个 连续 数 都 是 正 整 数 的 寡 . 这 
个 结论 可 由 下 面 的 结论 推出 :方程 x* +1=yG@RRR p JE EXC 
SO 有 正 整 数 解 , 推 出 ply Hagler. 

更 一 般 地 ,如 果 a, 二 4,2, = 8,as = 9, … 是 具有 这 样 赛 的 序 
列 , 那 么 ,Choodnowski 宜 布 已 证 明 2,4, — a, BA n ATER. Er- 
dos 猜想 a... 一 之 上 天 ,但 目前 还 没有 证 明 它 的 希望 . 

Jan Mycielski 注意 到 ,除开 与 2 同 余 (mod 4) 的 那些 数 外 ,所 
有 的 数 均 能 表 成 每 个 均 大 于 4 的 两 个 短 之 差 . 他 问 6,14 或 34 是 否 也 
能 这 样 表达 . 对 于 更 一 般 的 情形 a7 — D — (2p')*, 这 里 p HOEK 
数 ,s 为 非 负 整数 , 曹 珍 富 证 明了 在 (a,5) = (5,3), (3,5), (4+ 3, 
7), C, + 3) (mod 8) 时 除 3* — 7? = 25, (4p* +1)? — (4p* — 1»? 
= (2^! 外 无 zx 之 4 的 非 负 整数 解 ， Perisastri, ¥ Z2 8 ,Toyoizumi 
以 及 曹 珍 富 与 王 笃 正 等 还 讨论 了 * =1 的 若干 情形 . 

Erdos 问 是 否 有 无 穷 多 个 数 不 具有 ct 一 y 的 形式 ,其 中 上 和 > 
1;22 1. 

Carl Rudnick 用 NCr) 代 表 x' 一 y= 一 + 的 正 整 数 解 的 个 数 , 并 
HENG) BBR. H. Hansraj Gupta 注意 到 ,Herdy 和 Wright 
给 出 了 xt 一 y! == wu 一 vw 的 参数 解 ,这 些 解 表明 ,N(x) 是 0,1 或 
无 穷 多 次 地 取 2. 例如 1334 一 59 = 158 一 134 = 300783360. 如 
RNG) 二 3, 那么 r 必定 是 非常 非常 地 大 . 但 是 几乎 没有 任何 疑 
NG) 是 有 界 的 . 

Hugh Edgar 问 , 给 定 素数 p,g MBM Ap" 一 % 一 2 有 多少 
解 (m,n)? 是 否 至 多 1 个 ? 仅 有 有 限 个 吗 ?例如 ,3: 一 22 — 25,5 一 
11? = 27,5? 一 3° = 28, W£ B EABID Ea + 2" = y(n > 1) A 
全 部 解 的 基础 上 ,和 王 笃 正 一 起 证 明了 :对 于 素数 p,g BRASH 
程 p" 一 gq" = 2* 最 多 有 一 组 xr 疙 1,n 沁 0 的 解 .他 对 给 定 素数 P, 
4， 还 证 明 方 程 p" — q" = 2) REA m>1,n>0,h > 0 WOH. 
如 果 存 在 整数 a,5,h? 满足 p = ga? + 2", =h (mod D, bx 
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0,38 2 27 8 p" — 9" = 2" (pg 是 素数 ) 无 m > 1 的 正 整 数 解 . 他 猜 
48: TETE IE E CA, 24 max( a,b,c) >AN, HR a +h — e" (asb, 
< 是 不 同 的 素数 ) 最 多 有 一 组 正 整 数 解 +,y,z. 当 max (a,b,c) > 
13 与 之 1 时 已 证 明 猜 想 是 对 的 .对 于 13 < max(a,bpc) < 200. 
eka cb — c ee 解 , 由 此 证 明 此 时 猜想 也 是 对 的 . 


C1]W 2 R (Z. Cao), Jr a* — b* = (2p')* A Hugh Edgar 问题 ,科学 通报 ,30 
(1985),14:1116 一 1117; 险 尔 滨 工业 大 学 学 报 ,1986,3:7 一 11; MR 88a; 
11029. : 

[2] 曹 珍 富 (Z. Cao) ,关于 方程 a — bf — 10 ,扬州 师 院 学 报 ( 自 然 科学 版 )， 
1986,1:17—20. 

L3]W £ W (Z. Cao), E S E(D. Wang) X*FERRHR Aw = QE) , 扬 
州 师 院 学 报 (自然 科学 版 ) ,1987,4;25 一 30; MR 90c,11020. 

[4]W 3: E (Z. Cao) ,方程 zz 十 2" = y 和 Hugh Edgar 问题 ,科学 通报 ,31 
(1986),7:555— 556. 

[5] 曹 珍 富 (Z. Cao), E f$ iE D. Wang) ,关于 Hugh Edgar 问题 ,科学 通报 ,32 

© (1987) ,14:1043— 1046. | 

Lo]W A (Z. Cao), % F Diophantus JR a? +P — ct( I ), 科 学 通报 ,31 
(1986) ,22:1688-1690; C I ) 科 学 通报 ,33(1988) ,3;237. 

[7] % X (Z. Cao) ,On the Diophantine equation az’ + by’ = p', J. Harbin 
Inst. Tech, ,23(1991),6:108-111;MR 94a;11041. 

[8]1W£Z az. Cao) ,数论 中 的 若干 新 的 结果 和 问题 ,河池 师 专 学 报 ,1987,1， 
1 一 8. 

[9] 曹 珍 富 (Z. Cao) , 形 为 at U = Cc NRE EAE AIR ET Ree 
#8 ,1987,4.113 一 121; MR 89k 11016. 

[10] W %  (Z. Cao), f£ FH BE CR. Tong), E A IT. Z. Wang), % F 48 & Dio- 
phantus 方程 的 一 个 猜想 ,自然 杂志 ,14(1991),11;872 一 873. 

[11] 曹 珍 富 (2Z. Cao) , 柯 召 定理 的 一 个 证 明 ,西南 师 大 学 报 ( 自 然 科 学 版 )， 

1987,2:16 一 19. 

[12]J. W. S. Cassels ,On the equation a* — 6 = 1, I ,Proc, Comb. Phil. Soc. ’ 

56 (1960),97-103. 


“137° 


[13]E. Z. Chein, A note on z? = y* + 1,Proc, Amer. Math. Soc. ,56(1976), 
83-84. 
[14]8] 8 (C. Ko), € T JR z* = y' + 1,xy 关 0, 四 川 大 学 学 报 (自然 科学 
版 ),1962,1:1 一 6; On the diophantine equation z? = y" + 1,xy Æ 0, 
Sci, Sin. (Notes),14(1964) , 457-460. 
[15] 柯 召 \C.Ko) ,关于 连续 数 的 一 个 和 问题, 四川 大 学 学 报 (自然 科学 版 )， 
1962,2:1— 6. 
[16] M. Perisastri, A note on the equation ar — b = 10*, Math, Stud. , 
37(1969) ,211-212. 
[1?]A. Rotkiewicz, Applications of Jacobi's symbol to Lehmer’s numbers, 
Acta Arith. ,42(1983),163-187, 
[18] R. Tijdeman, On the equation of Catalan, Acta Arith. ,29(1976), 
197-209; MR531t 7941. 
[19] M. Toyoizumi, On the equation ar — 6” = (2p), Math. Stud. , 
46(2-4)(1978) ,113-115 (1982); MR 84h; 10025. 


D9. — I Jg Sr E 3E [0 75 18 
Brenner 和 Foster 提出 下 列 一 般 问 题 : 设 { 0.) 是 素数 的 有 限 
集合 , 6 一 士 1. 什么 时 候 , 指 数 丢 番 图 方程 Slept — 0 能 用 初等 
方法 ( 即 模 算术 ) 来 解 ?更 确切 地 ,对 于 给 定 的 请,e ,确定 是 否 存在 
一 个 模 M 使 得 给 定 的 方程 与 同 余 式 > ap" = 0 (mod M ) 等 价 ? 
他 们 已 解决 了 许多 特殊 的 情形 ,其 中 大 部 分 情形 是 素数 p; 为 4 个 
且 小 于 108. 在 少数 几 种 情形 里 ,纵使 素数 p; 中 有 两 个 相等 ,初等 
方法 也 有 效 , 但 是 ,一 般 来 说 ,初等 方法 无 效 . 事实 上 ,3* = 1 十 2% 
十 2 和 2 十 3 一 2 十 34 都 不 能 用 简单 同 余 法 来 解 . 但 用 Pell Jr 
程 方法 但 珍 富 给 出 了 这 两 个 方程 非常 简短 的 解答 . 对 于 有 限 单 群 
的 p- 主 块 寻常 不 可 约 特征 标的 次 数 方程 ] 十 加 一 Dar 十 pa, 
KH p,q RR a bici d e f AEA BM, L.J. Alex f Foster 
证 明了 (p,q) = (73,223) BR (223,73) 时 , 仅 有 平凡 解 (1,0,0,0,1， 


0) ESAE T E Co.) = (1,7) (mod 12) B [2] 二 ] 时 仅 有 
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X. FLA (t,0,0,0,t,0). fI 3S — BEHT z^ = p*— p™"+1(p> 
5 是 素数 ) LA m =n 的 正 整数 解 . EAE RN HERAT ESI 
论 》(368 一 370 页 ) 中 还 介绍 了 Alex 给 出 的 方程 1 + 2° = 35° 十 
243'5/ ,1 + 3' = 2^5* + 2*3'5/,1 + 5* — 2*3* + 235 的 全 部 非 负 
整数 解 . 

Hugh Edgar 问 ,除开 1 十 3 十 3: 十 3 十 34 一 11: 外 ,方程 1 
十 ?十 双 十 和 十 9 一 加 还 有 其 它 的 解 吗 ? 这 里 户 ,9 为 奇 素数 且 


Xz 之 5,y > 2. 我们 知道 , Ljunggren 曾 证 明 方程 工 


EE =y na> 
4) 仅 有 正 整 数 解 世 二 了 = 20° acai = 1I! GX — AR f wi s iE 
明 已 由 曹 珍 富 给 出 ). 因此 , Hugh Edgar 问题 当 21y 时 仅 有 解 1 十 
3 十 3 十 3 十 3 一 112 对 于 2+y, 草 珍 富 证 明 它 有 解 的 充 要 条 件 
Æ DEET + p@—- Dy = AEB MH, A 2) Bu 是 满足 zi 
+ PG -— Dot =a > 0,» > 0) WERDER, M m, — 1, 
= po ae m, 由 此 推出 ,对 给 定 的 素数 p,q 方程 1 十 g 十 gq? 十 
Qte+q =p BERRA > 5,y 之 2. 另 一 个 由 Pell 
方程 基本 解 表示 的 充 要 条 件 也 被 给 出 来 了 . 

对 指数 竺 番 图 方程 a* 十 彤 一 c, 当 abc 是 不 同 的 索 数 时 ,从 
1958 年 Nagell 开始 ,经 过 Makowski,Hadano,Uchiyama, 孙 琦 与 
ANH, HAI ABH LYE eH BERR BEB), 
361 一 362 页 ), 到 1985 年 给 出 了 max C a,b,c) < 23 时 的 全 部 解 . Y 
珍 富 给 出 了 23 <max( a,b,c) < 200 的 全 部 解 以 及 一 些 理论 结果 
(参见 D8). 4 a,b,c 商 高 数组 时 ,Jesmanowicz 有 一 个 著名 的 猜 
想 , 并 且 有 过 许多 工作 ( 见 D28). 

对 Ramanujan—Nagell JA z? 4-7 — 27 以 及 各 种 推广 ,许多 
SF US EAM. 196048 , Apéry 证 明了 方程 
(A) z’+D=2",23D>0 
在 D 关 7 时 最 多 有 两 组 正 整数 解 n.n. Browkin 和 Schinzel 提出 
如 下 猜想 :方程 (4) 有 两 组 正 整 数 解 当 且 仅 当 DD = 23,58 D = 2 
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— 1,k > 3. 1967 46, Schinzel 884) 3h HERR T eT AAR. WEAR T RD 
= 2 一] 外 ,方程 (A) FE n > 80 时 最 多 有 一 组 正 整数 解 . 1981 年 
,Beukers 完全 解决 了 Browkin-Schinzel 猜想 , 即 证 明了 该 猜想 成 
立 . 同时 Beukers 还 讨论 了 方程 
(B) x —D=2",2\D>0 
BUR. 显然 
1. 34 D — 22 —3- 2! - £8 2 3 H, DAB E EC 
= (2 — 3,3), (2t - 1,5 +2), (2 + LEE 3,(3* 2 — 1,25 + 
3); 
1,4 D — 2" + 2% — 9k — 961 — 9 td k>, k++ 
1 时 ,方程 (B) EG, m) = (2 —2* — 1,8 2), — 2 4 Au 
4-2), -2 — Lk 2) 


1.4 D= (= 32,24 之 9 时 ,方程 (B) 有 解 (z 
. 3 NS OR, ， 

9 2 [722,5] (£583, [10277 — 1a 
Beukers 证 明 :方程 (8) 最 多 有 四 组 正 整 数 解 , 且 除 I,I E S 
情形 外 ,方程 (B) 最 多 有 三 组 正 整数 解 . 由 此 知 1 的 情形 给 出 的 
解 是 (B) 的 全 部 正 整 数 解 . 乐 茂 华 证 明 ; T, 情形 给 出 的 解 也 是 
(B) 的 全 部 正 整数 解 , 且 除 I, I,E 外 ,如 果 Pell 方程 za — DY? 
二 一 1 有 整数 解 , 则 (B) 最 多 只 有 两 组 正 整数 解 .Beukers TE D < 
10" 时 ,证 明了 : 除 1,1, E 外 方程 (B) 最 多 只 有 两 组 正 整 数 解 ， 
并 给 出 |D| 1000 2E CAD) 与 (B) 有 两 个 或 多 于 两 个 正 整数 解 
. 的 全 体 DD 的 索引 (参阅 曹 珍 富 的 书 375—376 页 )， 

对 于 p> 2 是 一 个 素数 , Aptry EBT 4 D> 0 时 方程 
(C) z’?+D = p",p}D 
最 多 只 有 两 组 正 整数 解 . Beukers 证 明 : 当 一 也 不 是 平方 数 ,D<0 
时 ,如 果 方 程 (C) 有 两 组 正 整数 解 (z,z) = (A LEDLCAT R2, > 
k, WW p' < max (2*105,600D 5 , 同时 他 还 证 明 方程 (C) 在 DD 二 0 时 
最 多 只 有 四 组 正 整 数 解 . REEE D — H max — D,p) >10” 
时 证 明了 方程 (C) 最 多 有 三 组 正 整数 解 . Toyoizumi , PH FWY 
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B REPS ARTETA 2’? + D" = pD > 0) 的 解 ,参看 
D28. 草 珍 富 利用 二 次 域 的 理论 研究 了 更 为 广泛 的 丢 番 图 方程 Cx? 
+ 2" = ,例如 证 明了 32? 十 8=11 仅 有 正 整数 解 (z,z) = 
(151), (21,3) 52? + 16 = 21" RA iE BRR Ge 0) = (1,1),(43， 
3); 13x? + 40 二 53” 仅 有 正 整 数 解 (x,n) = (1,1), 007,2, 5855. 
容易 看 出 ,结合 Baker 方法 还 可 以 得 出 另外 一 些 新 结果 . 
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D10. 埃及 分 数 问题 

埃及 分 数 即 单位 分 数 , 指 分 子 为 1 的 分 数 . Rhind Papyrus 是 
流传 到 今 最 古老 的 数学 之 一 , 它 涉及 到 有 理 数 表 成 单位 分 数 和 的 
问题 ， 


n X1 X. X 
在 这 方面 已 提出 了 大 量 的 问题 ,其 中 许多 尚未 解决 ,并 且 还 继续 不 
断 地 提出 新 的 问题 . 因此 ,对 埃及 分 数 的 兴趣 持久 不 衰 . 我 们 已 给 
出 了 许多 参考 文献 ,但 这 也 只 是 它 的 一 部 分 . Bleicher 对 这 一 专题 
给 出 了 一 个 详细 的 综述 , 且 把 注意 力 集中 在 各 种 算法 上 ., 这 些 算法 
被 提出 来 用 以 构造 给 定 类 型 的 表示 ,如 Fibonacci 一 Sylvester 算 
法 ,Erdos 算法 ,Golomb 算法 ,Bleicher 自己 的 两 个 算法 ,Farey 级 
数 算法 及 连 分 数 算法 等 . 在 曹 珍 窜 的 书 ( 丢 严 图 方程 引 论 ) 的 第 十 
章 中 ,选择 了 该 专题 的 几 个 问题 作 了 专门 介绍 . 
Erdos 和 Straus 猜想 :方程 
和 
XT BUS n 之 1 有 正 整数 解 . 后 来 Straus AW, 4 n 2 28] UR R8 
成 立 IRA TA yyy 天 zz 天 z 在 Mordell 的 书 中 ,已 证 明 除开 nn 
A HBG 176117, 13°, 17°, 19° we 237 8] A (mod 840) 的 情形 外 ,该 
猜想 为 真 . Bernstein, Obláth, Rosati, Shapiro, Yamamoto 以 及 
Nicola Franceschine 都 对 此 作 了 研究 ,证 明了 猜想 对 <10°R 
XL. Schinzel 已 注意 到 人 们 可 表示 
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4 1 1 
ar 十 xt) + ye 


其 中 ra) ,y(t) ,z(t) 是 关于 上 的 整数 多 项 式 , 且 假定 2 不 是 a 的 二 
次 剩余 . 以 上 可 参看 Mordell 的 书 Diophantine equations. 
Sierpinski 对 方程 
n 


1 
+ ow’ 


= 去 十 卫士 去， 

作 了 一 个 相应 的 猜想 . Palama HEX E Xt n [922321 0 X. Stewart 

改进 到 二 1057438801 和 所 有 不 具有 278460k 十 1 形式 的 n. 
Schinzel 放宽 rz,y,z 必须 为 正 的 条 件 , 用 一 般 的 mm 代替 4 和 

5,B EE DUM n > n, MIL. om 可 能 比 m KUITE ns = 23 .该 

猜想 已 相继 为 Schinzel , Sierpinski, Sedláček ,Palama 和 Stewart, 

及 Webb 证 明 对 越 来 越 大 的 和 成立. 他 们 还 证 明了 < 36 时 ,该 


猜想 成 立 . Breusch 和 Stewart HR EAEIEBIT 08 Z> 0 By 
奇 ,那么 是 有 限 个 奇 整数 的 倒数 和 . 请 参见 Graham 的 论文 . 


Vaughan 已 证 明 , 如 果 ECN) 表 不 大 于 N HEZ = 1 + E 4 i 
没有 和 解 的 的 个 数 ,那么 ， 
En(N) «€ N + exp(— c(nN)?}, 


其 中 c 仅 取决 于 m. ERRER- SBR A SCR D 不 变 元 
E. 
5j Breusch 和 Stewart 的 结果 相 比 ,由 Stein , Selfridge, Gra- 


ham 和 其 他 人 提出 的 下 列 问题 仍 未 获 解决 ;如 果 有 理 数 Oo 为 


奇 ) 能 被 表 成 2) 过 ,其 中 zx 相继 被 选 作 可 能 的 最 小 正 的 奇 整数 ， 


且 满 足 取 定 每 个 奇 整数 后 留 下 的 部 分 是 非 负 的 ,那么 和 的 项 数 总 
是 有 限 的 吗 ? 例 如 : 


CS 
mn 


1 1 1 
13 + 115 + 10465” 
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John Leech 在 77 年 3 月 14 日 给 R. K. Guy 的 一 封 信 中 问 ,关于 
倒数 和 为 1 的 不 同 奇 整 数 集合 ,人 们 知道 些 什么 呢 ? 如 : 


1 1., 1 1 1 1 
zta t7t gti zat 


27 ^ 35 * 68 * Tos ^ 135 b 


leicieilelco4he 


gtetatatuen 


(e885 % MIR A 9) Mesto ALR KHOI BE RD 10S 注 
意 此 问题 与 Sierpinski £955 4: 3 (B2) 
945 = 315 + 189 + 135 + 105 + 63 + 45 
+35 +274+15+9+7 
的 联系 , 已 知 m/n 为 奇 ) 总 可 表 为 不 同 奇 单位 分 数 的 和 . Erdos 


atit tecti [2, 3,* en] FE 2,3, 的 


Bs EMS +5 =2 2+ ++ oB waar 
1 = 0 (mod è ), 因 此 ,他 问 是 否 还 有 这 样 的 情形 ?他 猜想 没有 , 此 
外 (2,5) = 1 能 出 现 无 穷 多 次 吗 ? 

如 果 之 二 一 LET Katar <e 为 不 同 的 正 整 数 ,Erdos 
和 Graham Ja] mG) = min max z; 为 多 少 ?其 中 min 取 遍 所 有 集合 
{xi}. PAN m (3) = 6, (4) = 12,m(12) = 120. m(t) < ct HH 
常数 c 成 立 吗 ? 

借用 上 一 段 的 符号 ,那么 对 所 有 Tua nu" < 2 可 能 成 立 吗 ? 
Erdos 猜想 它 为 不 可 能 ,并 为 此 问题 的 解决 提出 10 美 元 的 奖金 . 

给 定 一 有 正 密 率 的 序列 yx. 总 存在 有 限 个 子 集 (zi )} 使 
得 了 二 一 1 吗 ?和 如果, 之 ci 对 所 有 i 成 立 ,那么 存在 这 样 的 子 集 
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吗 ?Erd6s 再 次 为 此 问题 的 解决 提供 10 美 元 的 奖励 . 如 果 lim inf F 
< co, 他 强烈 地 猜想 ,答案 是 否定 的 ,并 为 此 问题 的 解决 提供 5 美 
元 的 奖励. 

定义 NG) 为 使 2 — — LIBE Ga nmn) 的 个 数 ,定义 MO) 
为 不 同 的 解 满足 n, 过 … <a 的 个 数 , Singmaster 计算 出 ，; 


i 1 2 3 4 5 6 

MG) 1 1 3 14 147 3462 

NO) 1 1 10 215 12231 2025462 
Erdos 问 MG) ANG) 的 浙 近 式 是 什么 ? 柯 召 , 孙 琦 和 曹 珍 富 等 曾 
大 力 地 讨论 了 一 是 其 它 :一 1 个 二 乘 积 的 情形 , 即 ) TL 
一 1 其 中 不 失 一 般 可 设 1 < 之 zl 之 … 过 x,, 解 的 个 数 用 0(s) 表示 . 
柯 召 和 孙 琦 给 出 OG) = 10 <s <4) ,0(5) — 3,0(5) = 8. Janák 
FI Skula 也 得 到 当 : 志 6 时 的 全 部 解 及 02(7) > 18. HEE MwA 
张 良 瑞 用 计算 机 证 明了 QC) = 26. ORDA BER AR BR GE 
Tyr, 均 为 素数 的 解 ) 显然 与 Bowen 猜想 ( 见 D6) .Giuga 问题 
OL A17) 以 及 素数 同 余 式 组 (A18) 等 有 联系 . 1964 年 , 柯 召 , 孙 琦 
猜想 该 方程 至 少 有 一 个 素数 解 ;1987 年 , 曹 珍 富 , 刘 锐 与 张 良 瑞 猜 
想 ;该 方程 至 多 有 一 个 素数 解 . 当 1 志 :之 7 时 ,已 知 的 结果 是 ;该 
方程 恰 有 一 个 素数 解 . 对 于 Os) 的 估计 也 有 一 系列 工作 ,例如 孙 


AG—1) 
i AWS HEM T OG +1) > 06) + ES 一 1), 这 里 如 = 


5 一 1 
Gr, 9 ez, PY 4-1, Gr? ret) EET 
1 1 


£26 一 1) 个 解 . 从 这 个 关系 ,他 们 先后 后 构造 性 证 明了 : 当 之 4 时 ， 
DC --D20(0); 3652 10B Qs 4-122 QG) + 3; 24 522 10 Hd 


O 参考 文献 [15] 中 漏 了 三 组 解 . [17] 中 给 出 了 全 部 解 . 
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QG +1) Z QG) +5; 34 5 2 10 Ns +1) SN(s) + 8. 1988 4, 
WEARER: 4sSUAAs+1) SN) +17,0 4s >11, 
2ts Bj ,QG + D S NG) + 23,3: BME T 000 2 62,000 > 
74. GRE WEES VIEWS 2346 52 11 85, 0G 102 QG) +398 
3$ 215 > 11 Bf QC + 1) SOs) + 57. B E QC). 的 渐 近 公式 仍 


未 得 到 . SN, EZ X. - 
z) 是 否 有 解 ?是 否 对 任意 给 定 正 整数 2, > 1 MEE HM, Yn 
D t caL <n) 都 有 整数 解 ? 
对 02(s), 曹 珍 富 猜 想 ; 存 在 正常 数 c, 在 min(s,f) 滨 c 时 有 Qs 十 + 
TT Dzd0Gd- 0-0) +s. 
关于 Us) 5 Znám 问题 (F31) 的 关系 参见 F31. 另 一 个 类 似 
的 问题 见 D26. 
Graham B WEER, 305 n> 77, 册 可 把 ”分 成 个 不 同 正 整数 的 


A, n-— zr endi o loa 更 一 般 地 ,对 于 任意 


BEREK o Bh FE TE TE REC T 我 们 取 其 为 最 小 数 , 它 使 
得 任意 比 - 大 的 整数 都 能 分 成 比 8 大 的 不 同 整数 的 和 ,而 其 倒数 
AM a. 关于 ~(a,p) ,除开 D. H. Lehmer 未 发 表 的 工作 证 明了 ,77 
不 能 以 这 种 方式 分 解 ,因而 ~ (1,1) 一 77 外 ,其 他 的 结果 很 少 . 
Graham ff f , Xt JEJE X n (00! 左右 ?) ,我 们 类 似 地 能 分 = 


ay Hart. SEDE 1. 我 们 也 能 分 解 4 = pea) + 


BG) +o + BG, 其 中 P(r) 是 “合理 ” 多项式, 例如 z 十 工 不 
是 合理 的 ,因为 它 仅 取 偶 数 . 
L. -S. Hahn 问 , 如 果 正 整数 以 任意 方式 分 成 有 限 个 集合 , 那 
么 这 些 集合 中 总 存在 ;个 集合 ,任意 的 正 有 理 数 均 能 表 成 ;个 集合 
中 的 一 个 集合 的 有 限 个 不 同 元 素 的 倒数 和 吗 ?特别 地 ,* — 1 时 ,此 
问题 是 否 正确 ?如 果 * 一 1 时 不 正确 ,那么 :为 多 少时 间 题 的 回答 是 
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«ex 


肯定 的 ? 
Erdos 设 


1 二 二 十 十 十 ,其 中 放 之 zx 之 之 i， 
X X. 


FAM, WR AA, IBA maxr — 2 02 E RE, RA mr, ARAE 
Fe & P215 Fh Hh, $A AL HS AY ZR 28 EBI T max z, = Mie M1, X 
RM, = 2,Miai = Me-Mi 1G z D. 

Nagell 证 明了 ,算术 级 数 的 倒数 和 决 不 是 整数 ,参看 Erdos 和 
Niven 的 论文 以 及 曹 珍 富 编著 的 讲义 (数论 及 其 应 用 》( 哈 尔 滨 工 
业 大 学 教材 ,1985). 
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D11. Markoff 方程 
一 个 已 吸引 了 许多 人 兴趣 的 丢 番 图 方程 是 Markoff 方程 
a+ y+ 2? = 3ryz, 

它 显 然 有 奇异 解 (1,1,1) 和 (2,1,1), 且 所 有 的 解 能 由 这 两 解 产 生 . 
因为 此 方程 是 每 个 变量 的 二 次 方 , 因 此 ,一 个 整数 解 可 导出 第 二 个 
解 ,并 且 能 证 明 , 除 开 奇 异 解 外 ,所 有 解 有 不 同 的 ,yz 值 .由 此 
知 ,每 一 个 这 样 的 解 恰 与 另外 三 个 解 相 邻 (图 7). 1,2,5,13,29,34， 
89,169,194,233,433,610,985,… 被 称 为 Markoff 数 . 一 个 令 人 瞩 
目的 问题 是 :图 7 是 个 真正 的 二 元 树 吗 ?或 者 两 条 不 同 的 路 径 能 产 
生 相 同 的 Markoff 数 吗 ?偶尔 有 人 声称 已 证 明了 Markoff 数 只 能 
由 一 条 路 径 产生 ,但 是 ,到 目前 为 止 的 证 明 都 似乎 是 不 可 靠 的 . 

如 果 MON) 是 满足 zx 县 y 鲜 = 多 和 的 三 个 数 的 个 数 .Zagier 
已 证 明 MON) = c(InN)? + O(UnN)"**), E P e e 0. 180717105. 
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(13.1.5) (29.5.2) 


a 


(34.1.13) (194.13.5) (433.5.29) (169.29.2) 


(89.1.34)(1325.34.13(7561.13.194)0897.194.546466. 5.433) (37666.433.29)(14701.29. 169985, 169.2) 
£N /N /N /N /N /N /\ /N 


图 7 解 的 Markoff f& 


在 大 量 的 计算 之 后 ， 他 猜想 MCN) = cln(3N))? + 
O(CdnN) 9， 或 者 等 价 地 ,第 n A Markoff 数 m, 是 (1/3 十 
On !*^**))A 和 其 中 4=e "* = 10, 5101504. Zagier 对 这 个 
猜想 没有 什么 结果 ,但 他 能 证 明 , 此 问题 与 某 一 类 丢 番 图 方程 组 的 
不 可 解 性 是 等 价 的 . 
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D12. FE rysy 
Erdos 曾 猜 想 ,方程 
(4) Ty = zr >l, y >iz>] 
没有 整数 解 , 1940 年 , 柯 召 否定 了 这 个 猜想 ,找到 了 无 穷 多 个 解 ， 
aq onem — ys, 
yo gr a-a Con 一 pu 


一 orig a—paki Qn 
之 二 2 n n+ (27 一 1/22 Dil, 


RE n 1. 取 一 2,3,4 给 出 如 下 解 ， 


Tx y z 
12° 6° 2737 
2241 11216 288715 


61440" — 30720? 25515 
同时 ,他 证 明了 (z,y) =1 时 ,方程 (4) 无 正 整数 解 . 现在 的 问题 
是 : 柯 召 找到 的 正 整数 解 是 否 是 (4) 的 全 部 解 ? 1959 年 Mills 发 
现 柯 召 得 到 的 解 中 rz,y,z 均 满足 关系 4ry 一 z, 由 此 出 发 ,他 证 明 
了 当 Axy > zx? 时 柯 召 得 到 的 解 是 (4) 的 全 部 整数 解 . 1984 年 ， 
Uchiyama 证 明了 当 4xy < z? 时 方程 (4) 最 多 只 有 有 限 多 个 整数 
f. 此 外 Schinzel 曾 证 明 , 如 果 方 程 (A) 有 整数 解 , 则 z 的 每 一 个 
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素 因子 整除 ,或 y 的 每 一 个 素 因 子 整数 除 r. 并 且 他 猜想 ,z,y 有 
相同 的 素 因 子 . Dem" janenko 证 明了 这 个 猜想 .但 是 方程 z*y* 一 
za «y 的 全 部 解 仍 未 得 到 ,甚至 它 是否 存 在 奇数 解 也 没有 
解决 . 从 Mills 与 Uchiyama 的 工作 很 容易 让 人 相信 , 柯 召 得 到 的 
非 平 凡 解 是 全 部 的 . 

Claude Anderson 猜想 ,7j $8 «o" x79 = 27 BA l<Swrd 
y 的 整数 解 . 但 这 个 猜想 是 不 对 的 ,因为 柯 召 和 孙 琦 早 就 给 出 一 般 


方程 | zs =e hS3,2,>) HEH SAR KREA-BEE 


i=] 
给 出 另外 的 无 穷 多 组 解 ). 对 == 3 的 情形 ,他 们 给 出 的 解 是 中 
a, 一 34+2"(3" — 17, z = 3^(3" 一 p? 
xy = 3*(y 一 1)841， z = penu o ps, 

FEH A = IGH 一 24 一 3),B = 203" 一 1),n 为 正 整数 . 取 n = 
1 得 Zz 二 324,zs = 325,2, 一 3132,z = 325. HA wry = 
zl] «wor «€ y) 是否 有 全 为 奇数 的 解 ? 草 珍 富 认为 这 个 问题 的 
回答 是 肯定 的 ,但 没有 证 明 . 


[1]V. A. Dem’ janenko,On a Canjecture of A. Schinzel, Inv. V yss. Vcebu. 
Zaved. Matematika ,8(1975) ,39-45. 
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科学 版 ),1964,2:5-9. 
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[4]W. H. Mills, An unsolved diophantine equation ,in Report Inst. Theory of 
Numbers, Boulder , Colorado ,1959,258-268. 


L5]A. Schinzel, X T KBAR El xy = z*, 四 川 大 学 学 报 ( 自 然 科学 版 )、 
1958,1,81— 83. 


[6j 孙 琦 (Q. Sun) ,不 定 方程 中 的 一 些 结果 和 问题 ,自然 杂志 ,8(1985),5,343 


© 注意 ,[6] 中 给 出 的 解 有 误 . 
“157。 


— 344. . 
[ 7]S. Uchiyama, On the Diophantine equation z*y' = z*,Trudy Mat. Inst. 
Steklov, 163(1984) , 237-243. 


D13. 平方 数 问题 

Leo Moser 欲求 整数 aar bA C; n) [818 2n FRG, +4; 
都 是 平方 数 . 这 能 由 使 a, 一 a 为 一 个 充足 的 合 数 来 得 到 ,例如 a, 
= Oya, = 29,6, = (2707 — 21), 

该 问题 可 推广 到 ai +b BERAE RPL Sica 对 于 
m 5 n — 3, 取 ai 十 4; 为 下 面 排列 的 前 三 列 数 的 平方 , 则 可 找到 无 
FS AR, 

losen lan) loses loeo 

+ scan Lau Li) + (par—s) 

lores GHI ph L rts pig) t 
其 中 ,为 方便 计 可 取 p,q,r，,s WA. 如 果 我 们 包括 第 四 列 , 则 可 推 
Pam = 3,n = 4 的 情形 且 能 找到 方程 
162? = (5° — p?— g?— 7? +2)? + 4(p:— 1)(g — 1? — 1) 
的 一 个 非 平 凡 解 . 例如 ,该 方程 的 一 个 解 由 g = 2p 十 1,r = 2p 一 
lt = 2p) — p 14 ih, i s WE Pell 方程 @ 
175 — (17p — 2)? =— 72 

〈 此 方程 有 无 穷 多 组 解 ), 如 果 (s,p) = (21, — 5) R219, 一 53), 
则 我 们 有 排列 ; 


3! 67 93! 237 186° . 8662! 8934? 297618' 
102? ]122* 138 258' 或  11421' 14333? 14499! 297837? 
66? 94 1142 246 7074! 11182? 11394' 297702? 
对 于 更 大 的 nm 值 ,情况 又 如 何 呢 ? 


(D 此 方程 在 Richard K. Guy f 4 (D14) 5p BH 175? 一 (17p 一 2)2 = 72. 
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Erdos 和 Leo Moser 又 问 了 类 似 的 问题 :对 每 一 个 ?2 ten 
个 不 同 的 数 使 得 任意 一 对 的 和 是 一 个 平方 数 吗 ?对 一 3, 我 们 能 
取 


a= ic +r’? — p),a,= le +p 一 g’)， 


a; 一 + Ttg 5-70, 


且 对 n= 二 4 我 们 可 以 扩充 这 些 数 ,例如 可 取 ; 为 任意 一 个 能 用 三 种 
不 同 的 方式 表 成 两 平方 数 和 的 数 , 即 

s= Ht plg auw Hr 
和 


a, =s- 36" +q?—r’). 


Xt n =5, Jean Lagrange 已 给 出 一 个 相当 普遍 的 参数 解 和 一 个 简 
化 式 ,其 中 简化 式 给 出 了 所 有 解 中 的 大 部 分 . 易 知 ,这 些 解 中 至 多 
有 一 个 是 负 的 . Jean Lagrange 还 把 由 J.-L. Nicolas 计算 出 的 头 80 
个 解 制 成 表格 ,最 小 的 是 : 

— 4878,4978,6903,12978,31122 
且 最 小 的 正解 是 

7442,28658,148583,177458,763442. : 

他 在 给 Guy 的 一 封 信 (C1972 年 5 月 19 日 ) 中 ,又 给 出 了 二 6 时 的 下 
列 解 ; 

— 15863902,17798783 , 21126338, 

49064546 ,82221218,447422978. 

事实 上 ,T. Baker 找到 了 5 个 整数 ,其 成 对 的 和 仍 是 一 个 平方 

3c C. Gill 找到 5 个 整数 ,其 三 个 的 和 为 平方 数 ， 


[1]T. Baker, The Gentleman’ s Diary,or Math. Repository, London, 1839, 
33-5, Quest. 1385. 
[2]C. Gill, Application of the Angular Analysis to Indeterminate Problems 
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[3]Richard K. Guy, Unsolved Problems in Number Theory, D14,Springer- 
Verlag, New York,1981. 

[4]J. Lagrange , Cinq nombres dont les sommes deux à deux sont des carrés, 
Séminaire Delange-Pisot-Poitou (Théorie des nombres) 12* année, 20 
(1970-71), 10pp. . 

[5 ]Jean-Louis Nicolas, 6 nombres dont les sommes deux å deux sont des 
carrés, Bull. Soc. Math, France, Mém No 49-50(1977),141-143; MR 58 
# 482. 

[6]A. W. Thatcher,A prize problem, Math. Gaz. ,61(1977) ,64. 


D14. Mauldon 问题 

J. G. Mauldon 问 , 有 多 少 个 不 同 的 三 个 一 组 的 正 整数 组 ,其 
和 与 积分 别 是 相同 的 ， 

对 于 4 个 这 样 的 三 个 一 组 数 集 , 他 说 ,最 小 的 共同 和 为 118, 它 
来 自 (14,50,54),(15,40,63),(18,30,70),(21,25,72), 而 最 小 的 
共同 积 是 25200, 它 来 自 (6,56,75),(7,40,90),(9,28,100),(12， 
20,105). 作为 这 样 原 始 三 个 一 组 数 无 穷 族 的 一 个 例子 ,他 给 出 ， 
(16ka ,bc,15d) , (10ka, 4bc, 6d) , (15kb,ad,16c) , (626, 4ad ,10c), 
Htpa=k+2,6=kh+3,c=2k+7 Ad =3k+7. 他 找到 5 个 
三 个 一 组 数 的 仅 有 的 例子 是 (6,480,495), (11,160,810), (12, 
144,825) ,(20,81,880)81(33,48,900). 

现在 还 没有 6 个 这 样 三 个 一 组 数 的 例子 ,尽管 似乎 没有 理由 说 
明 为 什么 不 应 有 任意 大 数目 的 三 个 一 组 数 . 


D15. Erdos 猜想 

1939 年 ,Erd6s AB Bin > m > 14> 2 时 方程 | "| = ym 
有 正 整数 解 . Erdos 和 Selfridge BEN EH BURL, 
二 项 式 系数 | ”| 对 于 之 2m B BRIE CAE UAE 
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D. 后 者 是 对 Erd5s 猜想 的 部 分 回答 . MR m = 2, 那 么 | ”无益 
多 次 地 为 一 个 平方 数 .但 是 ,Tijdeman 的 方法 ( 见 D8) 也 许 将 证 
明 ， | 中奖 不 是 一 个 更 高 次 的 宏 , 且 对 = 3, 除开 = 50 外 ( 见 


D3) CRAB HE. 曹 珍 富 已 经 证 明了 WEIL 2k UE Ck 
全 1) ,并 且 他 还 证 明了 ,1) fen =0,1 (mod 4) 时 ， 的 TE^ k 


是 一 个 上 次 寡人 > 2). 同时 指出 ,解决 Erdos 猜想 将 依赖 于 方程 
P+1=2y pHARSO 的 解决 .已 知 该 方程 的 非 零 整数 解 满足 
2ty 且 pil(y 一 1). 曹 珍 富 猜 想 :方程 x* 十 1 = 2y?(p 为 奇 素数 ) 无 
leyi > 1 的 整数 解 . 徐 牧 玉 用 草 珍 富 的 方法 ( 见 [4]) 证 明了 当 上 之 
12 /2y 时 Erdos 猜想 成 立 . 

Erdos 和 Graham 问 ,是 否 两 个 或 更 多 的 相 邻 的 连续 整数 段 
的 积 可 能 是 一 个 宕 . Pomerance 已 经 注意 到 ,如 果 a = 271,2, = 


2",a4 = Qe 一 la, 一 2” 一 1, Ri IL. — DaCa; + 1) 是 一 
个 平方 数 .但 是 , Erdos 和 Graham 认为 , MR 2 25 4, 那么 


M Mi +D 仅 在 有 限 个 场合 是 平方 数 . 
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quation, J. Harbin Inst. Tech. ,1987,2:122-124; MR 89b; 11022. 
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MR 92e111018. 

[5]P. Erdos,On a diophantine equation, J. London Math. Soc. »26(1951), 
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[? ]P. Erdos and J. L. Selfridge, The product of consecutive integers is never 
a power, Illinois J. Math. ,19(1975) , 292-301. 
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D16. 有 理 距 离 问 题 
是 否 存在 一 个 点 , 它 到 单位 正方 形 各 顶 角 的 距离 都 为 有 理 数 ? 早 
些 时 候 , 人 们 认为 没有 三 个 这 样 有 理 距 离 的 非 平 凡 例子 ( 即 不 是 在 正 
方形 的 一 边 上 ). 但 是 ,John Conway 和 Mike Guy 找到 了 方程 
(s? + & — a*y! + (5? +B — c?)? = (265)? 
892,23 Z Sas Hp a,b,c 是 某 一 点 到 边 长 为 * 的 正方 形 三 个 顶点 
的 距离 . 图 8 给 出 了 这 样 的 解 能 够 得 到 两 个 三 距离 问题 的 解 . 


p b 
— = c ; 
PE o A 
人 一 -一 b 


图 8 两 相关 的 三 距离 问题 解 


当 第 四 个 距离 也 是 整数 时 ,我 们 又 要 求 a: +e — b^ HdE 
三 距离 问题 中 ,s,a,6b,c 一 个 被 3 除 尽 ,一 个 被 4 除 尽 , 且 一 个 被 5 
除 尽 . 在 四 距离 问题 中 ,* 是 4 的 倍数 ,a,5,c,d 为 奇 (假定 它们 不 存 
在 公 因 子 ). ME s 不 是 3( 或 5) 的 倍数 ,那么 a,5,c,qd 中 的 两 个 被 
3( 或 5) RR. 

在 距 一 个 边 为 +: 的 等 边 三 角形 的 顶点 距离 c,p,c(e,bc 都 为 
整数 ) 的 对 应 问题 中 ,有 无 穷 多 个 解 . 在 这 些 解 中 ,a,6,c,i 中 的 一 
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个 被 3 .一 个 被 5、 一 个 被 7 和 最 后 一 个 被 8 除 尽 . 

Jerry Bergum 问 ,对 什么 样 的 整数 ”存在 正 整数 z,y, 其 中 
《x,y) 二 br 08 EB P+ y= Ms? + y o nry = R 
为 完全 平方 数 , mE n= 2m (2m? + 1), BRA x = Am (m? 十 1),y 
= mz + 1 是 一 个 解 .对 于 nn =l, 土 2, 士 3, 或 十 4, 没 有 解 存 
fr. MÈ n = 8,y 存在 时 ,最 小 的 zx 是 工 一 2996760 一 22XX3X5 
X 13 X 17 X 113. 此 问题 与 原 问 题 联系 是 :(z,y) BHP RBH 
Ta. P ARRA O 的 距离 为 5, 离 边 长 *= nx 的 正方 形 的 邻 角 C 的 
距离 为 c, 其 中 为 整数 ， 

Ron Evans 注意 到 ,问题 可 这 样 来 陈述 :在 整数 边 的 三 角形 
中 ,其 底 与 高 之 比 是 哪 一 个 整数 ?2 的 符号 随 三 角 是 锐 ( 钝 ) 角 而 正 
( 负 ) FEAL CE n = — 29,2 = 120,y == 119 是 一 个 解 ) 他 也 问 了 
一 个 挛 生 问题 ; 试 找到 每 一 个 整数 边 的 三 角形 ,其 底 除 尽 它 的 高 . 
这 里 ，( 高 / 底 ) 不 可 能 是 1,2, 但 可 能 是 3( 例 如 , 底 为 4, 边 为 13,15， 
高 为 12). 
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[3]Ronald Evans Problem E2685, Amer. Math. Monthly ,84(1977) ,820. 

[4] N. J. Fine, On rational triangles, Amer. Math. Monthly, 83(1976), 

517-521. 

[5]. G. Mauldon ,An impossible triangle, Amer. Math, Monthly, 86(1979), 
785-786. 

[6]C. Pomerance,On a tiling problem of R. B. Eggleton, Discrete Math. , 
18€1977) ,63-70. 


D17. 有 理 距 离 的 6 个 点 问题 
是 否 存 在 这 样 的 平面 上 6 个 点 ,它们 没有 三 点 共 线 , 没 有 4 点 共 
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圆 , 其 所 有 点 的 相互 距离 为 有 理 数 .已 知 有 可 数 的 不 共 线 且 相 互 距 
离 为 有 理 数 的 无 穷 多 个 点 存在 ,但 是 ,除了 两 个 点 以 外 ,其 余 的 均 
在 一 个 圆 上 . | 

有 两 个 相互 对 立 的 猜想 : (a) 存在 数 c 使 得 其 相互 距离 为 有 理 
数 的 个 点 必定 包含 至 少 一 c 个 点 在 一 个 贺 或 一 条 直线 上 ;(6) 
Besicoritch 猜想 :任意 多 边 形 都 被 一 有 理 多 边 形 来 进行 任意 程度 
的 近似 . 

如 果 我 们 放宽 条 件 , 比 如 说 ,至 多 4 点 共 线 ,至 多 4 点 共 圆 , 则 
John Leech 找到 了 如 图 9 (a) 所 示 类 型 的 ? 个 点 的 无 穷 多 个 集合 
和 如 图 9(6) 所 示 的 8 个 点 的 无 穷 多 个 集合 . 他 说 ,后 者 情形 似乎 是 
由 于 解 “ 太 多 ”的 方程 而 造成 的 数字 畸形 (关于 三 个 同类 变 元 的 4 个 

FE). 


(a) (b) 


图 9 Leech 的 有 理 距 离 的 点 的 构 型 


[13]. H. J. Almering , Rational quadrilaterals, Nederl. Akad. Wetensch. Proc. 
Ser. A66 = Indag. Math. ,25(1963) ;192-199; E ibid,68 = 27(1965), 
290-304; MR 261t 4963,31 #3375. 

[2]D. D. Ang. D. E. Daykin and T. K. Sheng, On Schoenberg’s rational poly- 
gon problem, J. Austral. Math. Soc. ,9(1969) ,337-344; MR 39 tt 6816. 
[3] A. S. Besicovitch, Rational polygons, Mathematika ,6(1959) , 98; 

MR221t 1557. 
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[4] D. E. Daykin, Rational polygons, Mathematika,10(1963), 125-1315. 
MR304 63. 
[5] D. E. Daykin, Rational triangles and parallelograms, Math. Mag. , 
38(19652,46-47. 
[6]L. J. Mordell, Rational quadrilaterals, J. London Math, Soc. ,35(1960), 
277-282. 
[7] T. K. Sheng, Rational polygons, J. Austral, Math. Soc. ,6(1966), 
452-459; MR 35# 137. 
[8]T. K. Sheng and D. E. Daykin, On approximating polygons by rational 
polygons, Math, Mag. ,38(1966),299-300,; MR 341t 7463. 


D18. 三 角形 问题 

存在 一 个 三 角形 ,其 边 ,中 线 、 面 积 均 为 整数 吗 ?在 文献 中 有 一 
个 否定 性 “证 明 ” 是 不 正确 的 ,因此 此 问题 仍然 悬而未决 . 

我 们 知道 ,具有 整数 边 的 三 角形 ,如 果 面 积 也 为 整数 ,那么 称 
之 为 Heron 三 角形 .有 一 个 众所周知 的 问题 是 ;Heron 三 角形 的 三 
条 边 长 能 否 都 取 Fibonacci 数 ( 见 A3)? 这 样 的 三 角形 如 果 存在 ,就 
称 之 为 Fibonacci 三 角形 . 易 知 ,Fibonacci 三 角形 的 边 长 只 可 能 是 
(Pants Fa- FEQ 4) RFs Fo PIR <n) MBM 
H n = 6, (Fs, Fs, FO = (5,5,8) HIR Fibonacci 三 角形 . 对 后 者 ， 
Harborth 与 Kemnitz uEB] T k 一 1 或 2 委 25 时 不 存在 边 长 为 
(Pra F,LFQO Sk <n) BY Fibonacci 三 角形 . 曹 珍 富 给 出 研究 
Fibonacci 三 角形 的 一 般 方 法 ,用 此 方法 可 证 明 一 2,3,4 时 这 种 
三 角形 均 是 不 存在 的 . 一 般 的 看 法 是 : 当 1 雪 有 一， 时 ,不 存在 以 
(Fi Fa Fa) 为 边 长 的 Fibonacci 三 角形 . 

存在 一 个 任意 维 数 的 单纯 形 , 其 长 度 . 面 积 、 体 积 . 超 体 积 均 为 
有 理 数 吗 ?两 维 时 ,回答 是 肯定 的 ,有 无 穷 多 个 Heron 三 角形 ,其 
边 和 面积 均 为 有 理 数 . 一 个 例子 是 边 为 13,14,15, 面 积 为 84 的 三 角 
形 . 在 三 维 时 ,答案 也 是 肯定 的 .那么 所 有 的 四 面体 都 能 由 有 理 四 
面体 来 进行 任意 程度 的 近似 吗 ? 
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C1] kit (Z. Chen) fi HE , 3E AB R= ATG ,数学 通讯 ,1994,5:41. 

[2]H. Harborth and A. Kemnitz, Fibonacci triangles, Applications of 
Fibonacci Numbers, Vol. 3 (Pisa, 1988), 129-132, Kluwer Acad. Publ. 
Dordrecht, 1990; MR 92f;11025. 

[3]Richard K. Guy, Unsolved Problems in Number Theory, D21,Springer- 
Verlag, New York,1981. 


D19. Jj f£ ^ —0 (^— D — G* —1)»* 

5 — ^ RÉEL EE ETE 
(A) (^— 1)(¥—1) = @- 1). 
© Xll Schinzel fill Sierpinski XIF z — y = 22 的 情形 ,找到 了 全 部 解 ; 
HERHIEXUOS SJ UEM. DIAS T 1< 上 | s 30.2 — 
y = le 情形 的 全 部 解 , 也 对 LE Z, | Al BHET 不 存在 非 平凡 解 的 
猜想 . 曹 珍 富 注意 到 Schinzel 5 Sierpinski 考虑 的 情形 是 方程 zy = 
到 十 2,z 一 ?一 2z, 因 而 研究 了 一 般 的 联 立方 程 azy =bz +e 5dr 
一 ey = fz BAR. 由 此 得 出 了 方程 (ax? + db) (ay! + dc!) = (ez? 
十 Sf)’ 的 一 系列 结果 ,包含 了 Mordell 的 书 中 总 结 的 Szymiczek 等 人 
的 相应 研究 . 1996 年 ,Luca 证 明了 上 述 猜 想 成 立 , 并 且 他 进一步 地 给 
出 了 满足 z| (2 一 z2) 的 (4) 的 全 部 解 . 

此 外 ,1987 年 曹 珍 富 问 ,方程 (xz! 一 DO — D = ze(r xl, 
YL) 的 解 如 何 ? 从 方程 x 一 Dy = 1 的 结果 可 推出 它 最 多 有 一 
Ha? > y! AYA (BB DS), B (zt — 1,9! — D > expos BE a^ 
y BS. 300135 58858 480 5 0077 HE EA LH x y! ty 
Ca, yt) = (239,132). 


[1]# 3£ & (Z. Cao), X F Schinzel-Sierpinski 方程 组 的 推广 ,哈尔滨 工业 大 
学 学 报 ,23(1991),5:9 一 14; MR 93b.11026. 

[2] 曹 珍 富 (Z. Cao) ,数论 中 的 儿 个 未 解决 问题 ,哈尔滨 师 专 学 报 ,1987,4;14 
—18. 

[3]F. Luca, A generalization of the Schinzel-Sierpinski system of equation, 


September 21,1996 (to appear). 
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[4]L. J. Mordell, Diophantine equations, Academic Press, New York, 1969, 
97. ` 

[5]A. Schinzel and W. Sierpinski, Sur 1’ equation diophantienne (z* 一 1) (3? 
一 1) = [Cy — x)/2 一 1] Elem, Math. ,18(1963),132-133, MR 
291t 1180. 


D20. 和 等 于 积 问题 

RFR > 2,7 fh ajaz sat ap Ras t t H^ a, RA IER CARE 
d; = 2,0; = k,a, = a, = = a, = 1CBI & AN IE SECURE — 1 
2, 一 个 为 ,其 余 均 为 1, 这 种 情形 称 为 方程 的 一 个 解 ). 现在 的 问 
题 是 ;对 哪些 有 ,方程 恰 有 一 个 解 ? Schiazel 证 明了 在 & 一 6 或 上 一 
24 时 不 存在 另外 的 解 . Misiurewicz BIEI : 4 2 « & < 1000 时, 
二 3,4,6,24,144,174, 和 444 是 使 方程 恰 有 一 个 解 的 情形 . PER 
RRA = 144 的 情形 是 错误 的 ,例如 此 时 有 另外 的 解 w = 12,0, 
= 14,4; = = ay =1LUR a; = 2,0, = 4,0; = 21,a4 一 … 一 
am = 1 BE EX a, = =a, = 1, WH BW aaa = a, + 
a, +a, tk — 3,4 a, = 1 WB (a, 一 1)la,— D =k-1;% 
ai = 2 BE f HE (2a, — 1) (2a, 一 .1) = 2k 一 1 由 此 知 ,方程 恰 有 一 
SE SER FER — 15 2k — 1 EDS ECCO = MAIER — 1 
11 X 13,2 — 1 =7 X 10. EXE REIR BREESE k, 使 方 
程 愉 有 一 个 解 ? 仅 有 有 限 个 吗 ? 


[1]Richard K. Guy, Unsolved Problems in Number Theory, D24, Springer- 
Verlag, New York,1981. 
[2]M. Misiurewicz, Ungeloste Probleme, Elem. Math. ,21(1966),90. 


D21. 与 n!1 有 关 的 方程 
Jr n1 +1 = 2° UB fn = 4,5,7 132 Erdos 和 Obldth 解决 
T n) = ty, Hlz,y) =1,p>2 WHE p= 2 RB 
能 解决 . 
Simmons 注意 到 站 = (n 一 19m + 1) 有 正 整 数 解 Om 00 
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= (2,3),(3,4),(555) 和 (9,6), 并 问 :是 否 还 有 其 他 的 正 整数 解 ? 


L1]H. Brocard, Question 1532, Nouv. Corresp. Math. ,2(1876), 287; Nouv. 
Ann, Math. ,(3)4(1885),391. 

[2]P. Erdos and R. Oblath, Über diophantische Gleichungen der Formn ! = 
zr? b yundan! +m} = rt,Acta Szeged ,8(1937),241-255. 

L3]M. Kraitchik, Recherches sur la Theorie des Nombres t. 1, Gauthier-Vil- 
lars ,Paris 1924,38 — 41. 

[4]Richard M. Pollack and Harold N. Shapiro, The next to last case of a fac- 
torial diophantine equation, Comm. Pure Appl. Math. ,26(1973). 
313-325; MR 50412915. 

[£5]G. J. Simmons ,A factorial conjecture, J, Recreational Math. ,1(1968), 
38. 

D22. Fibonacci 数 问题 
Stark [5], 哪个 Fibonacci 数 ( 见 A3) 是 两 个 立方 数 的 差 ( 或 
和 ) 的 一 半 ? 这 与 寻找 全 部 类 数 2 的 复合 二 次 域 的 问题 有 关 . 例子 


有 :1= FU +1,8= F 十 20 ,13 = lc a». 

Vern Hoggatt 问 , 是 否 1,3,21 和 55 是 仅 有 的 为 三 角形 数 ( 即 
JE du Son Gn 十 1)) 的 Fibonacci 数 ? 罗 明 用 递 推 序列 方法 给 出 了 
这 个 问题 的 肯定 回答 ,但 证 明 非 常 麻烦 . 是 否 有 一 个 非常 简 清 且 初 


等 的 证 明 ? 关 于 Fibonacci 数 表 平 方 数 或 2 倍 的 平方 数 问 题 已 由 
Cohn fft Ht. 


[1]J. H. E. Cohn, On Square Fibonacci Numbers, J. London Math. Soc. , 
39(1964),537-541. 

[2] F Bj (M. Luo), On triangular Fibonacci numbers, T'he Fibonacci 
Quarterly ,27(1989) ,2,98-108. 

(3]H. M. Stark, Problem 23, Summer Institute on Number Theory, Stony 
Brook, 1969. 
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D23. HR% 

同 余 数 与 Pythagorean 三 角形 ( 即 直 角 三 角形 ) 有 关 , 已 有 相 
当 长 的 历史 了 . 早 在 一 千 多 年 前 ,阿拉 伯 人 的 手稿 中 就 已 给 出 了 几 
个 例子 (5,6,14, 下 页 表 7 中 的 17 项 CA ,以 及 10 个 大 于 1000 的 同 余 
数 ). 另 一 方面 , 它 至 今 仍 吸引 闭 许 多 人 的 兴趣 . 所 谓 同 余数 是 指使 
联 立 方程 

i? + ay? = zt? 一 ay’ = i 

有 正 整 数 解 的 那些 整数 a. 也 许 , 它 的 魅力 便 在 于 最 小 解 的 大 小 常 
常 是 不 规则 的 . 例如 ,a = 101 是 同 余数 ,Bastien 给 出 了 最 小 解 

x = 2015242462949760001961,y = 118171431852779451900 

z = 23391 48435306225006961 ,z = 1628124370727269996961. 
等 价 地 , 同 余数 是 那些 a , 它 使 委 番 图 方程 

rt — ay = u? 

有 正 整 数 解 . Dickson 的 《数论 的 历史 》C History of the Theory of 
Numbers, Chelsea Publishing company, New York,1952) — #44 
出 了 许多 早期 的 参考 文献 , 它 包 括 Pisa (Fibonacci) ff Leonardo; 
Genocchi; 和 Gerardin. 他 们 给 出 了 7,22,41 ,69,77 以 及 表 7 中 20 个 
阿拉 伯 人 的 例子 及 43 项 CG. 显然 ,我 们 仅 需 考虑 a 为 无 平方 因子 
RST. AAW 6 = ad?, 那 么 ,关于 a 的 方程 的 解 (z,y,z,1) 便 
与 关于 6 的 方程 的 解 (dx,y,dz,dt) 相对 应 了 . 

人 们 猜想 ,无 平方 因子 数 二 5,6 或 7(mod 8) 是 同 余 的 , Nelson 
Stephens 证 明了 此 猜想 的 成 立 取决 于 Selmer Xt BH DL Hi £x 08 8 
CIL Cassels 的 文献 ). 因此 ,从 Heegner 的 工作 ( 见 Birch 的 文献 ) 
知 ,这 对 案 数 二 5, 或 7(mod 8) 和 素数 二 3(mod8) 的 2 倍 成 立 ， 这 些 
便 是 表 7 中 C5,C7 和 C6 项 . Bastien 注意 到 下 列 数 是 非 同 余 的 ; 素 
数 寺 3(mod 8), 以 及 两 个 这 样 的 素数 积 ; 素 数 反 5Cmod8) 的 2 倍 , 以 
及 两 上 这 样 的 索 数 积 的 倍数 ;素数 反 9(mod16) 的 2 倍 . 这 些 是 表 7 
中 的 N3,N9,NX( 对 10 一 2X5),NL( 对 50=2X5X5) 和 N2 项 , 他 
还 给 出 了 其 它 一 些 非 同 余数 ( 表 7 中 的 NB), 并 且 得 到 ;如 果 a 是 素 
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表 7. 已 知 的 小 于 1000 的 同 余数 人 C) 和 非 余数 CN) 
= 40- -rr 的 项 在 < Br FF. 


ce0l23453567391I01I120 44 15 
L 

? WB CH D O CG N9 NI NI NO NA NI NE CG NI 
2 NB NB N2 NX 7) NX CO NI NX. NJ CG O N2 cG 
3 NI N) NY NAN3 NO NI CAO N. § NNINIO 
DoOQoooDoooDoDDoOooDooaoococaoaogo 
* €$ D CGD cGCG D) Ap CD C&C) D C& 0 
6 C6 C6 C6 O C6 C6 C& CA C6 C& C) CST C6 C6 (QJ 
7 €0 C1 CG C1 C og C) C& C) O C C) € C& Q C? 
*Goeoooanooocoo2non00n 
*00NILN DO NND NO NN NO 1C& 
10 NXQ O NL NK CA O NL CA NL C6 ( GQ NL NM NL 
ll NJ NB NB N3 G Nt N) CGN} CGN NINI O NJ NI 
"üdgapgaopooocounoaocooconondn 
Ð C3 CS.CG CJ C$ CJ CJ C5 D C5 CI) CI CJ ca C$ 
M C6 D C6 C6 CG Cá. C6 D Cb C) O C6 C) C) Ch C6 
15 Ca CG CGO C Ck CG C) C Oo CI C& C C& C C& 
")gagüaoga3oudogocococo2ao3co 
17 NI NS NL CI N9 NL CI O NI NJ NN CI NIN? EONS 
B O XO CG N2 NX Ni NX O N NX NI NXO NJ 
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"000onQg0oauügoogcazazuog 
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72 Cá C6 CG Có Ch C] C6 C6 O C6 C6 CG Cá C6 C& C6 
-Cpoc&eocoon0cnuncc CG 

"oo0Dnpoonogaoanonoopc3on 
% G CA N) CG NI G CG NJ NI N 5G CG6C&NJ C O 
26 NX NB NX N2 N& Ck NJ O NX C& CE N2 NJ CA NX N2 
7 D N3 N) O NAN) NJN! N3O NNO NING 

"*ooogoougooocoadgdadug 
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"ooonuonpoooooncoonoonon 
X €3 CGO Cs cs C) CS C$ CGC: C) 3 CG Cs G 
X C6 CG C6 C6 O CI C6 Ch C6 C6 CG Ce Ck 5 CI CI 
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€c)0 0c a 
DOS9CC 
O NI NI Ck ND 
C& NX O NX N2 
NON NNG 
Cauuc 
cs C5 CG CJ CS 
CO oco 
CC CO cC 
Ooo0n0c0 
NJ NI NI NI JO 
a NX NI NJ 
NI NJ O N3 N3 
goaooaoa 
C& C$ C CJ C$ 
C& CR O ad 
cao C cad 
Gooa323ns 
NI NJ NI C£ 2 
C& NJ NL NX NJ 
O NJ NJ Nj NI 
go0aaa 
cs cs C5 gO 
CI Ce C6 CG C6 
C) C) CG C& C7 
Gonan 


X= (mod8), R a=b +e füb--cdaflj— 
则 a 是 非 同 余 的 . Det ERE TLS NIEN. ER JG RTEA 
1000% R HH, ABYS==1 (mod 8) 的 数 也 都 已 在 表 7 中 示 出 (由 C1, 
N1 或 状况 未 明 时 用 1). C& 和 NS. 项 来 源 于 Alter 等 人 ,CJ 和 NJ 
项 来 自 于 Jean Lagrange 的 大 量 论文 . 方 框 ( 口 ) 表 明 该 数 含 有 重 


复 因 子 , 空 白 表示 状态 不 明 . 
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Yi) qb Rot? Ne BOO F6 Ra $3 S) mon — 


WAR RR CU F5), 


我 们 很 难保 证 上 面 收集 到 的 是 全 部 的 结果 ,因为 其 中 许多 ( 特 
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别 是 由 构造 性 得 到 的 ) 总 是 不 发 表 的 . 应 该 非常 感谢 ] A. H. 
Hunter, 他 已 获得 或 是 激发 了 下 面 几 项 的 构造 . M. R. Buckley 和 
K. Gallyas (Fibonacci Assoc. Newsletter,Sept. 1975) 找 到 了 
134130664938047228374702001079697? + 103 X 
7188661768365914788447417161240" 
两 者 均 为 平方 数 ,而 Hunter 和 Buckley 找到 最 小 表示 
764646440211958998267241* + 229 X 940450645748978061 31807 
77777761 8847556210645041? Be 751285786287393798649441? 
和 
407893921? + 239 X 4826640? = 414662879? 或 4010107212, 
作为 远 比 103 情 形 大 的 例子 ,Hunter 给 出 了 补充 算式 
49143127346631084* 士 46867792486220437* 
= 67909034288072605? 或 263 X 9113917675183932, 

对 于 已 知 的 小 于 1000 中 的 221 个 同 余数 ,他 得 到 (zx,y)， 如 
5829043537? 士 457X 234834600! = 7692857713° 3 2962336463? , 而 
MJR} 86236037017? + 133 X 704924 2860° A131 8957135928681? +183 
X 7531376243820 都 是 平方 数 ,但 是 仍然 有 一 百 多 个 数 ,其 解 仍 未 
能 构造 出 来 . 

Jean Lagrange 在 给 R. K. Guy 的 一 封 信 中 注意 到 ， 尽管 897 
出 现在 Gérardin 的 表 中 ,但 是 其 角色 仍然 未 知 ,因此 我 们 把 它 从 
RIP SPT. 他 也 报 造 说 ,他 已 证 明 ,113,337,409 和 521 是 非 同 祭 


的 , 且 希 望 能 够 将 二 1,2 或 3Cmod 8) 的 那些 数 分 类 . 下 面 是 表 7 的 
一 个 总 结 ， 


模 8 剩 余 类 1 2 3 5 6 7 
= 22 19 12 95 103 101 

同 余 
Ems 68 76 87 0 0 0 


状况 不 明 的 总 数 8 6 2 7 0 2 
无 平方 因子 数 的 总 数 98 101 101 102 103 103 


。171 ， 


[1JRonald Alter, The congruent number problem, Amer. Math. Monthly, 
8$7(1980),43-45. 

[2]R. Alter and T. B. Curtz,A note on congruent numbers, Math. Comp. , 
28(1974) ,303-305;MR 49 #2504. 

[3]R. Alter, T. B. Curtz and K. K. Kubota, Remarks and results on congru- 
ent numbers, Congressus Numerantium V ,Proc. 3rd S. E. Conf. 
Combin. Graph Theory , Comput. 1972,27-35; MR 50# 2047. 

[4]L. Bastien, Nombres congruents, Intermédiaire des Math. ,22(1915), 
231-232. 

L5]B. J. Birch, Diophantine analysis and modular functions, Proc. Bombay 
Colloq. Alg. Geom. ,1968. 

[6]J. W. S. Cassels, Diophantine equations with special reference to elliptic 
curves, J. London Math. Soc. ,41(1966) ,193-291. 

[7 ]L. E. Dickson, History of the Theory of Numbers, Vol. 2, Diophantine 
Analysis , Washington, 1920, 459-472, 

[8 JA. Genocchi,Note analitiche sopra Tre Seritti, Annali di Sc. Mat.e Fis. , 
6(1855) , 273-317, 

[9]A. Gérardin, Nombres congruents, Intermédiaire des Math. ,22(1915), 
52-53. 

[10]H. J. Godwin, A note on congruent numbers, Math. Comp. ,32(1978), 

293-295 and 33(1979),847; MR 58 # 495 ;80c:10018. 
(11 ]Richard K. Guy, Unsolved Problems in Number Theory, D27 ,Springer- 
Verlag, New York,1981. 

[12]Jean Lagrange, Thése d'Etat de 1’ Université de Reims ,1976. 

[13 Jean Lagrange, Construction d' une table de nombres congruents, Bull. 
Soc. Math. France Mém. , No. 49-50(1977),125-130, MR 58115498. 
[14]L. J. Mordell, Diophantine Equations, Academic Press, London, 1969, 

71-72. 
[15]S. Roberts, Note on a problem of Fibonacci's, Proc. London Math. 
Soc. ,11(1879-80) , 35-44. 
[16]N. M. Stephens, Congruence properties of congruent numbers, Pull. 
London Math. Soc. »7(1975), 182-184; MR 53# 260. 
"172: 


D24. 方程 二 + > Lit ety Lyts 
Mordell H. 23 
(A) — ty 十 一 HE 十 -一 一 — =0 
的 解 如 何 ?1984 年 ， 朝 珍 富 给 出 了 这 个 方程 的 全 部 整数 解 . DRN 
参数 满足 一 些 条 件 , 如 方程 
l12l,.1,1,.1 


x M1 之 1 WwW, LY Zy Wy, 
的 全 部 正 整 数 解 可 表 为 
xz=n, y, = n+ kz, ent -i)fk, 
w, = [n6 + EA) n + (n? + t)/k) + 1)/t, 

这 里 正 整 数 n,k,it 满足 

Da? + t= 0(mod $); 

2n DG ES 1 ood 0; 

3)(n,k) = (k,t) = m 一 1. 
在 2hn 或 2 时 ,可 证 满足 1) ~ 3) 的 ma 有 如 下 的 关系 ;& =t 
.二 1(mod 4) H Jacobi 符号 (+) = 1. 由 此 容易 构造 方程 当 参数 
汪 1,t 这 1 的 某 些 解 , 例 如 取 t =5,k = 41,1) ~2) Rn =6, 
88,158( mod 205), LA n = 205n, + 6 为 例 代 入 上 述 解 中 得 

x = 205m, + 6,y = 205m + 47,2; = 1025ni + 265, 十 7， 

wi = 8615125n,* + 4454650nj;? + 692490n,? + 30157, + 395. 
我 希望 由 1) 一 3) 给 出 一 般 地 容易 构造 方程 (4) 解 的 其 他 条 件 来 . 

"TAS 
B leexrl4nL-laeaeezx 
"T GUOUR NE, WS BS CGE TY n= 7,18, 
22( mod 25) B. 5 之 3 时 ， 
(C) 0 « Q,G) « 0,G H 1. 
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对 于 另外 的 某 些 ”也 能 证 明 (C) 成 立 . 但 我 不 知道 是 否 对 所 有 的 
n (OHRA: 24). 这 个 问题 的 肯定 回答 将 导致 男 一 个 间 
题 ( 见 F30) 的 解闷. 


L1] 32 A (Z. Cao) ,数论 中 的 几 个 未 解决 问题 ,哈尔滨 师 专 学 报 ,1987,4;11 
— 18. 

[2]8 2B (Z. Cao) ,关于 单位 分 数 的 Mordell fd i , 3E 2 35.7 (19872,3; 
245—250, MR 90a;11032. 

[3] 32 A (Z. Cao), ,数论 中 的 一 些 新 的 问题 和 结果 ,河池 师 专 学 报 ,1987， 
1:1—8. 

L45W A CZ. Cao), £ 38 [8 75; ESL iE RRL AEM MH, 1989; MR 
92e 11018. 


[5JW A CZ. Cao), 田 红旗 (H. Tian), 关 于 委 番 图 方程 >) 上 上 + — 


NX °° XL, 


T ,青年 科技 论文 集 ), 黑 龙 江 科技 出 版 社 ,1990,7 一 11. 


L6JL. J. Mordell Research Problem 6, Canad, Math. Bull. ,17(1974),141. 


. D25. 公 解 问题 与 某 些 二 元 高 次 方程 
利用 Baker 的 方法 可 知 ,给 定 Di D, AL, HB i! 一 Dy =k 
Al y! — Di? 二 1 仅 有 有 限 组 解 (可 以 定 出 解 的 绝对 值 的 上 界 ). 是 
否 可 以 给 出 最 多 只 有 几 个 解 的 结论 ? 曹 珍 富 猜想 ， 
Peli Jr f z* 一 Dy 一 1 和 yy 一 Dx’ 一 1 最 多 只 有 一 组 正 整 
数 的 公 解 . 
曹 珍 富 对 于 方程 z2 — Dy? =10> 2) 已 有 过 不 少 工作 ;例如 他 
证 明了 : 设 Pell 方程 ww? — Dv? =— 1 有 整数 解 , 则 方程 zz — Dy! = 
1n 2 2) Rn =5,D —122,x —3,y 二 22 外 ,无 其 他 的 正 整数 解 . 
他 猜想 ;方程 x” 一 Dy! = 1(n > 2) 最 多 只 有 一 组 正 整数 解 , 且 设 
Pell J © — Dy! 二 1 HERRY e MA +y / D — e. 这 个 狂 
想 的 证 明 将 需要 首先 解决 方程 xz? 十 1 = 2y* Cp 为 奇 素数 ) 的 求解 问 
题 ,已 知 这 个 方程 的 正 整数 解除 x = y = 1 外 满足 ply. 
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1987 年 , 草 珍 富 又 猜想 :方程 x? 十 1 = 2 ERR p> 3 时 仅 
有 正 整 数 解 z — y= 1. 1989 4E , IRRE Baker WEE: 4 p > 
2*5 时 这 一 猜想 是 正确 的 . 

在 研究 一 类 实 二 次 域 类 数 的 可 除 性 时 , 曹 珍 富 证 明了 : 当 方 程 
w — Di? = 4, (u,v) = 1 有 整数 解 时 ,方程 Ax" — Dy? ——1 
Cr > DRAEK: D= 5,z = y — 1. 他 与 Nagel 使 用 不 同 
的 方法 分 别 给 出 了 x^ — 1 = 2y'C(p 是 奇 素数 ) 的 全 部 正 整 数 解 :p 
=5,2=3,y= 11. 对 于 一 般 的 方程 
(A) z +1 = Dy,zy 40, 
4D>VKFAAF ARR 2mp 十 1 形 素 数 整 除 , 是 大 于 3 的 
ARRAN. WY SET 1 +1 = 204 1)? 3 —1 = 214+ 
11)? 外 ,方程 的 整数 解 均 满足 ply. 由 此 可 以 推出 柯 召 关于 
Catalan 猜想 (D8) 的 著名 定理 ,以 及 方程 za 一 Dy! =- Mp BF 
X D 的 条 件 同 前 ) 仅 有 正 整 数 解 D = 2,2 = y = 1. Nagell M- 
T OCA) 中 取 减 号 的 方程 证 明了 : 设 phh( 一 吕 ), 这 里 h( 一 D) 表示 
虚 二 次 域 C/— D) 的 类 数 , 则 方程 的 整数 解 满足 le. 由 此 可 
以 得 到 (4) 中 取 减 号 的 方程 在 p > 2,2 过 DD <<100 时 的 全 部 整数 
解 ( 此 时 仅 有 和解 p = 5,D = 31,z = 2,y == 土 1). 对 于 p 二 3 的 情 
形 , 柯 召 和 和 孙 琦 、 草 珍 富 与 刘 培 杰 均 证 明了 ; 设 刀 之 0 不 被 十 ] 
形 素 数 整 除 , 则 (4) 除 zi 十 1 = y^ BUS IE SEU GR y) = (2,3) ft 
zb 1 = 2y? BU ERRE G0) = 0,0. (23,78) 外 ,其 他 均 无 
正 整 数 解 . 在 此 之 前 , Nagell 与 Ljunggren 只 解决 了 部 分 特殊 例 
CT. DEA 6k 十 1 形 的 素 因 子 时 ,方程 
(B) z? +1 = Dy,ry 40 
的 求解 将 变 得 困难 . 例如 Ljunggren 用 了 复杂 且 不 初等 的 方法 才 
证 明 方 程 à —1— 7y' BUB EE UR GS) 一 (2,1),(4,3)，(22， 
39). 这 个 结果 能 否 有 初等 且 简 洁 的 证 明 ? 当 DD = 31 时 ,(B) 中 取 
加 号 的 方程 易 证 无 整数 解 (参见 任 冬 的 文献 ), 而 CB) 中 取 减 号 的 
方程 却 非 常 困 难 . 1983 4E. , J. A, Antoniadis 在 研究 类 数 2 的 虚 二 次 
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域 中 ,提出 如 下 猜想 ;方程 x 一 1 = 31y* AaB) — (1， 
0)，(5,2)，(5， 一 2)( 见 J. Reine Angew. Math. ,339(1983)， 
27-81; MR 85g:11098). 1988 年 ,de Weger 用 Baker 方法 证 明 这 个 
猜想 是 正确 的 . 但 de Weger 的 证 明 十 分 复杂 ,能 否 给 出 初等 的 证 
明 或 较为 简洁 的 证 明了 ?一 般 地 , 当 p 是 6k 十 1 形 的 素数 且 31h( 一 
p) 时 ,如 何 确定 方程 xr! — 1 — py 的 全 部 整数 解 ? 在 p 二 100 时 ， 
这 样 的 素数 仅 有 31,61, 那 么 如 何 确定 方程 xz? 一 1 = 61y’ 的 全 部 
整数 解 ? Nagell 在 3 MC — p) 时 ,证 明 方 程 z’ 一 1 一 py 的 全 部 整 
数 解 满足 21z, 所 以 在 3M( 一 p) BE, RI P — 7 (mod 8) 且 是 具有 
6k 十 1 形 的 素数 ,那么 方程 xz? 一 1 — py! 的 全 部 整数 解 又 如 何 确 
定 ? 在 p< 之 100 时 这 样 的 素数 仅 有 7,31,79. 从 解决 p = 二 7,31 的 情 
GRE HR 79 看 来 也 是 不 容易 的 . 对 于 方程 

(C) zt +8= Dy 
4D>2KFHAF ARE 6k 十 工 形 的 素数 整除 时 , 柯 召 和 孙 琦 
在 一 些 条件 下 证 明了 (C) 仅 有 y 一 0 的 整数 解 . 曹 珍 富 给 出 了 方程 
(C) Æ D = p R 3p,p = 3 3 p= 5( mod 6), pp 是 素数 时 的 全 部 
整数 解 ,例如 方程 xz’ 一 8 = 3y! 仅 有 正 整数 解 工 二 11,y = 21; 方 
+ 8 = Dy R13 +8 = 5+ 21 外 无 其 他 的 正 整数 解 ,等 等 ， 
草 珍 富 在 《 丢 番 图 方程 引 论 }(217 页 ) 中 认为 ;利用 递 推 序列 的 方 
RAT UAH HE D> 0 ARB 64+ 17E BE OE DR CC) 的 全 部 
整数 解 . Awe hE D> 0A DAR 65 +1 EKRAR, 
最 多 只 有 有 限 个 这 样 的 D 使 方程 (C) 有 正 整 数 解 ， 


LIJE 2 E (Z. Cao), 丢 番 图 方程 引 论 ,哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 ,1989， 
AMR92e:11018. 

[2] 曹 珍 富 (Z. Cao) ,数论 中 的 若 于 新 的 问题 和 结果 ,河池 师 专 学 报 ,1987,1; 
1-8. 


QD 此 问题 已 于 最 近 被 曹 珍 富 与 第 善 志和 解决 . 
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D26. 商 高 数组 猜想 

我 国 古 代 《 周 钥 算 经 》 就 提出 了 商 高 定理 “ 勾 三 股 四 而 弦 五 ”， 
这 给 出 了 方程 7 十 y* = xz? 的 一 组 正 整 数 解 == 3,y 一 4,z 二 5, 
一 般 地 ,将 满足 c doy! = zt 的 数组 Cr,y,z) 称 为 商 高 数组 . 1956 
fF, Sierpinski 首先 证 明了 3 十 4? = 5* BUB IEEE m — y 一 > 
= 2. Jesmanowicz 证 明了 对 于 (a,b,c) = (5,12,13),(7,24,25)， 
(9,40,41), (11,60,61), 方 程 
(A) aw+P=c 
均 仅 有 正 整 数 解 工 = y= z= 2. 注意 到 这 里 的 (a,b,c) 是 特殊 类 
型 的 商 高 数组 (22 + 1,2n(n + 1),2n(n +1) +1) M 1x nx5 
时 的 情形 ,Jesmanowicz 对 一 般 的 商 高 数组 (ea,bc), 提 出 了 如 下 
猜想 :方程 (4) KIA ERRE = y — 2 = 2, 

对 于 商 高 数组 
(B) a = 2n + 1,b = 2n 4 1),c — 2n E12 d9- bon 20 , 
WIH (1958) UE BA T E n == 1,3,4,5,7,9,10,11 (mod 12), n = 
2 (mod 5),3(mod 7),4(mod 9),5(mod 11),6(mod 13),7 (mod 
15) 时 , 商 高 数组 猜想 成 立 . 由 此 可 推出 < 过 96 时 猜想 成 立 . Do di eh 
利用 柯 召 的 方法 证 明了 在 n =2,6Cmod 12) 时 猜想 也 成 立 , 1964 
年 , 柯 召 、 孙 琦 讨论 了 (B) 中 数 剩 下 的 情形 ,证 明了 x «10008438 
想 成 立 . 稍 后 , 柯 召 又 把 1000 改 进 为 6144. 1965 年 ,Demy janenko 证 
明了 对 CB) 中 的 商 高 数组 猜想 成 立 , 他 还 同时 证 明了 对 于 
(C) a =m — 1,6 = 2m,c =m 4- 1,m 7 1, 
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猜想 成 立 . XEINEZLBU BC AR Tom = 2n 的 情形 ,而 Jozefiak th 
陆 文 端 晚 两 年 只 解决 了 (C) 中 数组 的 特殊 情形 ; m = 2 prs 是 
正 整数 , 是 素数 . 柯 召 (1959) 首 先 考虑 了 更 为 一 般 的 商 高 数组 
(D)a = s* — 1*,b = 2st,c = s E ,s>t>0,G,t) = 1245+ 
证 明了 ; 设 s 二 2n 和 上 均 不 含 4 十 1 形 素 因子 , 且 

1)n = 2(mod 4),t = 3(mod 8), 

2)n = 2(mod 4) t= 5(mod 8), 2n +18 4k — 1E SEIRCT y 

3)n = OCmod 45,2 = 3,5(mod 8), 
则 猜想 成 立 . 对 于 s = 3n,t = 2m, 他 也 得 出 类 似 的 结论 . 陈景润 、 
曹 珍 富 等 用 柯 召 的 方法 讨论 了 车 干 新 的 情形 . 

Nobuhiro Terai 提出 了 另 一 个 猜想 为 ; 设 a,6,c 是 两 两 互 素 
的 商 高 数组 , 2la , 则 方程 
(E) +e 
仅 有 正 整 数 解 Gom n) = (2,2,2),3€ EXE E +1 = 26,5 之 20， 
c < 200 证 明了 这 个 猜想 是 正确 的 ; 当 和 < 均 是 素数 且 满 足 妇 十 
1=2,kd=1R4b6=1( mod 4) 时 4 为 偶数 , 则 猜想 也 是 正确 
的 ,这 里 a 是 Q (/ — 5) 的 理想 类 群 中 [c] 的 一 个 素 因 子 的 阶 , 
1995 FRAO ER SBR BIEN T .Y b,c PATH RAM RH 
TE, H c = 5(mod 8) 时 Terai 猜想 成 立 . 当 c 是 素数 时 ,对 于 任意 的 
正 整数 2, 孙 琦 与 草 珍 富 曾 给 出 了 方程 (已 ) 的 较为 一 般 的 解答 ; 乐 
茂 华 证 明了 ;如 果 max( b,c) >exp exp exp 1000, 那 么 

DY b= 3s! + 1le= 4? 十 1,u 是 正 整数 时 ,方程 (E) 最 多 
“有 三 组 正 整 数 解 

Cm,n,r) = (1,1,4), (1,3,8u + 3u), (m,,n,,z)0, 这 里 
2|mi; 

2)8 b — 2,0 — 2" 十 1,r 是 正 整数 时 ,方程 (FE) 恰 有 两 组 正 整 
BUR Cm yn yc) = (27,151), (2 十 2,2,27 — 1); 

3) 除 1),2) 外 ,( EE) 最 多 有 两 组 正 整 数 解 Gm m). 与 Cm， 
Ma2yZ2)， 且 mi 95 m; (mod 2). 
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但 是 ,一 般 地 证 明 Jesmanowicz 与 Terai 关于 商 高 数组 的 这 
两 个 猜想 是 非常 困难 的 . 

戴 宗 恕 与 曹 珍 富 提出 了 另 一 个 猜想 :如 果 正 整数 a,6,c, 工 ,y， 
z WE a?-d- 25b —c*,.a 42b -—cf$84azl1,»4Ar:—y—zc:—2. 
EZR a= 2n? + 4n + 1,b = 2n(2n4+1),c¢ = bn? + 4n d 1,5 
03& £r a! + 2B — c! Ba se 1, HEE : E n SÉ 0( mod 4) 时 ,所 提 
猜想 是 正确 的 . 他 们 也 考虑 更 一 般 猜 想 的 提 法 : 设 正 整数 ap，c， 
r,.y.zi&d a + DP = t ,a + DP -—c$azl1,xH DEA 
A) IE, Wace y—z:—2. 
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D27. 方程 n= +y—2 ,x'sn, y<n, <n 

由 于 (kh +1)?— k = 2k+1,14+8—&—1)? = 2k, Ba 
EB n Rn = zx? 十 y? — 2 的 形状 是 永远 可 能 的 ,这 里 x,y, 
z 都 是 整数 . P. Erdos 给 柯 召 写 信 提出 下 面 的 问题 ;是否 对 充分 大 
的 正 整数 ” ,都 有 整数 ME 存在 ,使 得 
(A) nx y Ty nn 
柯 召 从 具体 计算 中 发 现 ,在 4 过 10000 时 有 “76” 个 数 不 能 表 成 (A) 
的 形状 ,这 里 “76” 加 了 引号 ,原因 是 :我 们 发 现 , 柯 召 的 “76” 个 数 
中 有 两 个 数 (189 与 223) 有 误 ,因为 

189 = 9? + 12? — 67,223 = 6? + 14? — 3’, 
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而 这 两 个 数 应 分 别 为 187 与 222. 其 次 , 佟 瑞 洲 用 计算 机 检验 发 现 ， 
在 nn <10 时 有 小 列 77 个 数 不 能 表 成 (4) 的 形状 : 
3,6.11,15,22,27,35,38,42,55,59,66,78,83,87,95,110, 
118.123,131,143,150,187,210,222,227,255,262,266,278,299, 
303,323,326,395,402,447,483,502,551,563,590,618,635,678, 
735,755, 838,843,867,902,930,942,1003, 1007, 1034, 1091, 
1162,1190,1295,1326,1482,1523,1770,1790,2067,2103,2407, 
2483,2598,2782,3422,3495,4686,5447,5727,6563 
BI fI 7 18 2| 88 3e "hU. T150, ELFET87 552224) Bi 1 39 189 53 223. 除 
了 上 述 的 计算 , 柯 召 还 进行 了 以 下 讨论 : 设 
a! xC n 2 a! -- b « (a 4-1), 

WWE b= 4m 5 b — 2m 十 1 时 分 别 有 

n — a! + On 4 1)* — (m—1)?,n =a? -- (n 4-1) — m*, 
且 容易 验证 (4) 中 的 其 他 条 件 ; 而 在 6 = 4m + 2 EE LE 2a 十 Am + 
L=k,1<k2 <1, WE 


n= (a— 1)? + ty - Cz. 


M almdwm > stem") < <n ite a > 4 at ay 


(B) n= a’ + 4m+2,1< 2m +1<a H 2at 4m +1 HR 
时 才 有 可 能 不 适合 (4). 由 此 易 知 , 设 4CN) 为 小 于 N 且 不 能 表 为 
(A) 的 形状 的 正 整数 的 个 数 , 则 ACN) = OCT 人 7). 柯 召 对 于 适 
& (B) 的 讨论 了 表 成 (4) 的 充 要 条 件 ,由 此 提出 了 如 下 的 猜想 ， 
“充分 大 的 正 整数 = 均 能 表 成 4) 的 形状 . 6563 很 可 能 是 不 能 表 为 
(4) 的 最 大 整数 ”. 证明 或 否定 这 个 猜想 是 很 难 的 ,即使 对 于 a? 十 
2, 要 证 明 充分 大 的 ava? 十 2 均 能 表 为 (4) 的 形状 亦 很 难 . 


[1] 2 CZ. Cao) AEAN EIE ,哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 ,1989,182 一 
185; MR 92e:11018. 
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[2]8] B (Chao Ko), X FA Bn = z^ + y! — zx! Kny Kn, z? <n, H jil 
大 学 学 报 ( 自 然 科学 版 ), 1959,6;1-10. 


D28. 相关 学 科 中 的 某 些 丢 番 图 方程 问题 
(7) 整 树 中 的 问题 . 设 C ER, PG, a) 是 图 C 的 特征 多 项 式 ， 
AR PCG yx) = 一 0 的 所 有 解 都 是 整数 , 则 图 CG 称 为 整 图 . Capcbian- 
co 等 人 在 《公开 问题 的 一 个 收集 》( A collection of open problems, 
Annals of New York Academy of Science, 1980) 一 书 的 第 582 一 
583 页 中 , 列 出 的 第 23 个 问题 是 :直径 3 的 树 TGm,r) 是 由 一 条 新 边 
联结 两 个 星 图 天。 和 天 ,的 中 心得 到 图 . 当 m «n UE ABRE 
算 机 很 费力 地 找到 了 TCm,r) 为 整 树 的 65 4H ff (m yr). 直径 4 的 树 
SG m) 是 联结 r 个 星 图 Ki. 的 中 心 到 一 个 新 顶点 得 到 的 图 , 当 且 
134 m Film +r 都 是 平方 数 时 SCr,m) 是 直径 4 的 整 树 . 存在 直径 
大 于 4 的 整 树 吗 ?存在 异 于 SCr,m) 的 直径 4 的 整 树 吗 ? 当 x 二 7 时 
能 否 给 出 全 部 直径 3 的 整 树 了 (mm,r)? 李 学 良 与 林 国 宁 给 出 了 一 标 
FF SG 的 直径 4 的 整 树 ,同时 给 出 了 一 类 直径 6 的 整 树 ,这 就 
部 分 地 回答 了 上 述 问 题 . 他 们 提出 了 另外 两 个 问题 ;存在 直径 5 的 
整 树 吗 ?存在 直径 为 任意 大 的 整 树 吗 ? 曹 珍 富 给 出 丢 番 图 方程 组 
a+h=m+r+), 
(A) 1 
ay? = mrym r,a <b, 


的 全 部 正 整 数 解 为 
(B) m = dur = d(x T STR 
a = LT pa BET 
2° 2° 


这 里 之 /> 0 是 整数 ， ys = yı (mod 2) x, 5j y, 由 下 式 定义 
Ty Jd =e n= 1,2,. 
£r, yo V d X Pell HH x? — dy! =] T 从 而 给 出 全 部 
直径 3 的 整 树 T 了 (Cm,r). 稍 后 , 刘 儒 英利 用 C4) 的 特殊 解 , 即 (CB) 中 
d 三 2, 二! 十 1 时 的 情形 ,给 出 了 一 类 直径 5 的 整 树 ， We wal 
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解 (B) 得 出 了 迄今 最 为 广泛 的 直径 5 的 整 树 和 一 类 新 的 直径 6 的 
整 树 . 为 了 回答 是 天 有 另外 的 直径 5 的 整 树 的 问题 ,他 考虑 了 由 一 
条 新 边 联 结 两 个 下 ;4 的 树 SCr,m) ASD 的 中 心得 到 的 直径 
5 的 树 , 证 明了 此 时 不 存在 直径 5 的 整 树 . 

B SG m R r TRA Kimoto Kin, 的 中 心 到 一 
个 新 顶点 的 直径 4 的 树 . 曹 珍 富 给 出 m — ala +1) — Irala 
+) + Dom, = =m, = 1,7 E {— 151} 时 SGm,…,m,) 是 直 
径 4 的 整 树 . AEB E SOn m) 的 更 为 一 般 的 结果 ? 当 m 一 
pn cmo manu] S n vr um) 为 整 树 的 充 要 条 件 是 :ms 是 一 个 完 
BERRA zt — Gn t m, trir tmr — 1) + min + 1 fi 
分 解 成 (Zz? — aj) — 57). 由 此 即 知 , 需 要 求解 丢 番 图 方程 组 

人 
(C) 
a&b = m,(r — 1) + mm +1), 

这 里 m 为 完全 平方 数 . 能 否 给 出 (C) 的 全 部 正 整数 解 ? 这 是 一 个 
很 难 回答 的 问题 ,即使 在 m, = 1 时 , 即 (C) 成 为 
(D). RM 

ab? = mr 4 1,5 2 a. 
要 给 出 (D) 的 全 部 正 整 数 解 也 不 容易 ((D) 显然 有 无 穷 多 组 正 整 
BUR m, = 二 ala 十 1) 土 1,r==ala 十 1) 干 1,6=a 十 1). 

(2) 差 集中 的 问题 . 1962 年 , Whiteman 在 不 同 特征 的 两 个 有 
限 域 的 直 和 GFC pr) O GF( 2^ ) 中 引进 了 广义 分 贺 (cyclotomy). 
Whiteman 考虑 的 是 Z 趾 的 特殊 情形 e。 = (p 一 1,9 一 D, Ame 
立 了 一 类 循环 (cyclic) 的 差 集 , 1967 年 ,Storer 在 他 的 书 ( 分 圆 与 差 
集 》(Cyclotomy and Di f ference sets, Markham, Chicago, 1967) 
中 ,推广 了 Whiteman 差 集 ,建立 了 如 下 的 定理 ; 设 pr 和 9g = 39° 
十 2 是 素数 等 , 那么 在 GF( p*) PGF ) 中 存在 一 个 参数 为 


v— i 


v = pq’ sk = 


的 差 集 , 其 中 上 是 一 个 奇数 平方 . 这 种 差 集 称 为 Storer 2548. 19924. 
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—— MES 


hm eet AM e a iam IH nos 


Jungnickel 指出 ;至 有 目前 为 止 ,Storer $M Whiteman HMA 
知道 的 例子 分 别 是 p= 二 17,9 = 535 Hl p = 46817,9 = 140453. Stor 
er 证 明 当 p° < 341804080817 时 没有 别 的 例子 . 曹 珍 富 证 明了 Stor- 
er 差 集 均 是 循环 情形 , 即 均 是 Whiteman 差 集 ,证明 中 主要 使 用 他 关 = 
于 丢 番 图 方程 的 一 些 成 果 . 例如 他 证 明了 联 立 方程 组 
d f = 3# + 2 

p! — 1 = 427, 2hr 
HRa=-b=-1,K pg 是 察 数 ,a,b BE BH. 他 同时 考虑 
Whiteman 35 2 fr BAG EE] P 89 TR, EMT 4 p< 2, — 10. 
RAF 1.8 X 105) 时 仅 当 (p,q) = (17,532,(46817,140153) . 和 
QU, 一 1,6U?, 一 1) 时 Whiteman 差 集 存在 ,这 里 U, 满足 U。 = 
1,0, = 3,U,4. = 4U,,, —U,. 但 是 Whiteman 3 fR Ro RR un BL 
无 限 个 , 却 是 不 易 回 答 的 问题 . 

.  € Jungnickel 关于 差 集 的 长 篇 综述 中 , 列 为 猜想 13. 9 的 是 两 

个 数论 猜想 , 即 ; 设 p BARKS 0,6,t,r 之 1, 那么 
(a)Y = 21g" 一 22t2p'tr 十 1 是 一 个 平方 数 当 且 仅 当 1 = 二»; 
(6)2 = 2199 一 21 yr 十 1 是 一 个 平方 数 当 且 仅 当 户 一 5， 
b= 3,t = 1,r = 2(B) Z = 2401). 
这 是 马 少 镁 在 对 可 道 差 集 当 v 关 dnln = & — 2) 时 的 公开 问题 的 
研究 中 提出 来 的 ,并 且 证 明 :如 果 Ca) 5 (0) 均 正确 ,那么 可 逆差 集 
Yu Az 4n 时 仅 有 参数 (4000,775,150). 草 珍 富 证 明了 猜想 (a) © 
(5b), 因而 解决 了 可 逆差 集 当 v 关 4n 时 的 公开 问题 . 
但 是 ,我 们 不 知道 一 般 的 丢 番 图 方程 
(F) 大 一 多 一 二 1 一 5) 是 不 同 素 数 
如 何 求解 ?这 里 a, hG = 1,…,s) 均 是 正 整 数 ,z 是 整数 . 

3) 利用 有 限 单 群 的 分 类 定理 ,对 于 给 定形 式 阶 的 单 群 的 刻 划 
是 一 个 重要 课题 , 段 学 复 教授 早 就 指出 ,确定 哪些 单 群 的 阶 不 恰 合 
祭 数 的 一 次 矫 是 一 个 非常 困难 的 问题 . 陈 重 穆 证 明了 :有 限 单 群 G 
的 阶 均 不 为 上 (4A 之 3) CE, BL G 的 阶 为 平方 数 的 充分 必要 条 件 是 
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GH Lie 型 单 群 B,(z),z AMR KBADE pP 一 2r 二 一 1 的 素 
数 . 那么 方程 大 一 2 于 一 一 1 当 坊 为 素数 时 有 多 少 解 ? 有 限 多 还 是 
无 限 多 ?回答 这 个 问题 很 难 ,甚至 回答 p,r 均 为 素数 的 解 是 有 限 的 
还 是 无 限 的 也 很 困难 .1986 年 , 届 明 华 证 明了 : 当 pyr «105 时 仅 
有 三 对 素数 解 (p,r) = (7,5), (41,29) 和 (63018038201， 
44560482149). 曹 珍 富 还 提出 了 一 个 类 似 的 问题 , 即 是 否 存 在 无 穷 
多 对 素数 p,r Bp? 一 5r =— 4? 

XT 88 x8 58 3E JE ah p 0 ARE th OR A E 38 F9 77 
程 , pep EISE PORC MEM [lo S CT [oso pn 的 单 群 ， 

i=l i=} 
ix Ha = 1,20) 与 a 均 为 正 整 数 ,p 是 素数 且 p & {pisces pi}, 
{KH FOR RIN HE BAG. 
(G) S,;— S = 2,8,,5,€ S*, 
这 里 
S* = (r|z— pieprz; E Zsolt = 1,t)). 

曹 珍 富 利用 他 自己 关于 方程 ax! — by =2 HER he 42,8 
Tl "a, 或 y1"5, 符 号 zx] "a 表示 xz 的 每 一 个 素 因子 整除 4, 给 出 了 上 
述 方程 的 一 般 的 求解 算法 . 设 (G) 的 解 集 为 SCp1，,…,p,), 利 用 已 


经 求 出 的 SC(p1,…,p,) ,他 还 给 出 确定 阶 为 (Pp? per’ 的 单 群 算 
i=1 


WALE Par © (yeso) 是 任意 的 两 个 素数 . CL [o0 最 多 有 


一 个 4 十 1 形 . 最 多 有 一 个 6 十 工 形 的 素 因子 时 , 除 Lie RU B 
A1) 外 ,其 余 均 可 有 统一 算法 确定 . 而 A Ce) 的 确定 依赖 于 下 列 
丢 番 图 方程 的 求解 : 


(CH) qq’ —1) = (2,9— 1)(T [a pr’, 
r=] 
a ,b,a;(1 = 1,",t) € Zo 
这 里 4 RECO. 一 1) 表 2 与 4 一 1 的 最 大 公约 数 . 给 出 方程 


CHT) 全 部 解 是 较为 困难 的 . 特别 地 , 当 上 = 2,pi = 2,7, 二 3 时 方程 
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CH) 解 的 个 数 是 有 限 还 是 无 限 ?这 也 是 一 个 不 易 回 答 的 问题 . 
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E 整数 序列 


这 里 ,我们 主要 讨论 无 穷 序 列 : 其 中 有 些 地 方 也 许 与 A 章 和 
CHERT. 关于 这 方面 兽 有 -一 本 优 秀 的 讲义 , 它 是 H. Halber- 
stam 和 K. F. Roth 著 的 《序列 》 第 一 卷 ( 牛 津 大 学 出 版 社 ,1966). 
人 们 期 待 第 二 卷 不 久 将 会 出 版 . 其 他 的 参考 文献 是 : 


L1]P. Erdós, A. Sarkózi and E. Szemerédi, On divisibility properties of se- 
quences of integers, in Number Theory, Collog. Math. Soc. Janos 
Bolyai 2, North-Holland, 1970, 35-49. 

[2]H. Ostmann, Additive Zahlentheorie 1, Y, Springer-Verlag, Heidel- 
berg, 1956. 

[3]A. Stohr, Gelóste und ungelóste Fragen uber Basen der naturlichen 
Zahlenreihe, 1, I,J. reine angew. Math, 194(1955),40-65, 111- 
140. 

[4]Paul, Turan (ed. ) Number Theory and Anal ysis ;a collection of papers in 
honor of Edmund Landau (1877-1938). Plenum Press, New York, 


1969, contains several papers, by Erdós and others, on sequences of in- 


tegers. 


本 节 我 们 用 4 = {ai} ,i —1,2. X —u ft RIS AY P8 ub 
增 非 负 整数 序列 . 不 超过 工 的 a; 的 个 数 用 4(z) 表示 ,而 如 果 序 列 
的 密 率 存在 ,我 们 将 用 lim 4(z)/z ER. 


El. A(x) 的 最 大 值 
(1) 如 果 序 列 每 对 元 素 的 最 小 公 倍数 [ a;,aj ] 至 多 为 x ,那么 
AC) 的 最 大 值 是 多 少 ? 现 已 知 
(92/8)? < max A(x) < Ury”, 
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(2) BURRS (a, } 中 ,没有 一 个 元 素 能 除 尽 其 他 7 个 元 察 的 
乘积 , 则 Erdos 证 明了 
n(x) + artt? Una)? < max Alx) < zx) + cox, t? dnr)” 
其 中 , xCr) ES HUFA TERRE SKKF” 的 
任意 个 a 的 乘积 是 不 同 的 ,那么 ,max ACr) 2h jap? 对 于 了 之 3,Er- 
dos 证 明了 ， 

max A(z) < a(x) + Ocr?^**), 

(3)Erdos 为 下 面 问题 的 解决 提供 50 美元 奖金 . AEE S 
足够 稀 的 序列 使 A(z) < clnz ,而 它 的 每 一 充分 大 的 整数 都 可 表 
MN APP 

Hj r CRECEN BU 2 oL EL BEES H Leo Moser 解决 ,Ruzsa 
CEDE ER] B. 


[1]P. Erdos, On sequences of integers no one of which divides the product 
of two others and on some related problems, Inst. Math. Mec. Tomsk, 2 
(1938). 74-82 

(2 ]P. Erdos , Problem, Mat. Lapok, 2(1951),233. 

[3]P. Erdós, Extremal problems in number theory V (Hungarian), Mat. 
Lapok, 17(1966),135-155. 

[4]P. Erdos, On some applications of graph theory. to number theory, 
Publ. Ramanujan Inst. ,1(11969),131-136. 

[5]L. Moser, On the additive completion of sets of integers, Proc. Symp. 
Pure Math. , 8 Amer. Math. Soc. Providence, 1965, 175-180. 

[6]I. Ruzsa, On a problem of P. Erdós, Canad. Math. Bull. , 15(1972). 
309-310 


E2. 每 个 元 素 有 两 个 可 比 因 子 的 的 序列 
下 列 整 数 6,12,15,18,20,24,28,30,35,36,40,42,45,48,54， 
56,60,63,66,70,72,.… 
都 有 两 个 因子 did, ,使 得 d; <d, < 2d. 它们 的 密 率 为 1 吗 ?Er- 
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dos 已 证 明 其 密 率 存在 , 该 问题 与 覆盖 同 余 有 关 (F12). 


[1]P. Erdos ,On the density of some sequences of integers, Buil. 
Amer. Math. Soc. , 54(1948)2,685— 692; MR 10,105. 


E3. 与 给 定 序列 有 关 的 序列 

假设 D(x) 是 不 大 于 z， 且 可 被 至 少 一 个 a 除 尽 的 那些 数 的 
PREP a Sad Sa x n BB EMP WA DOG/x: 过 
2DGD /n XE & i x > n IE RO 27 ARAM, PM n = 2a, — 1, 
= Za, a. 男 一 方面 ,已 知 对 每 一 6 之 0, 存 在 一 个 序列 , 它 不 浇 
EKER D(z)/z > eD(n)/n (参阅 [1]、[21). 

bum we 是 一 整数 序列 , 它 使 得 当 ii->o0 时 ,p51/n; 一 
D B Un) 对 每 一 个 d 是 不 均匀 分 布 的 (mod d). [n Kz, Hon =c 
(mod d ) 的 ai 的 个 数 N(c,qd;z) WER: 

NGe,dix)/N(G,1;2) > 1/d(x -> œ 时 ) 

对 每 个 c 和 所 有 4 RLPS d — 1]. WME a <a < 
是 满足 ww + a, An (对 于 任意 的 i,j,k OMEN EREI, IRA Er- 
dos Ñ}, a; ROB XR / F 1/2052 


[1]A. S. Besicovitch, On the density of certain sequences, Math. Ann, , 
110(1934).355-341 
L2]P. Erdos, Note on sequences of integers no one of which is divisible by 


any other, J. London Math. Soc. , 10(1935),126-128. 


E4. 一 个 与 素数 有 关 的 级 数 与 序列 
如 果 p, RE n 个 素数 ,Erd6s I] 22 (— 12/5, BBM 
他 又 问 BEZARAR S A Ee LE BUR a HE 
a, & a, a, << BA a; 5 as 都 是 素数 策 的 情形 会 出 现 无 穷 多 
次 吗 ?如 果 我 们 用 个 素数 或 甚至 无 穷 多 个 素数 来 代替 三 个 素数 
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又 会 如 何 呢 ?Meyer 和 Tijdeman 对 于 两 有 限 素 数 集合 S 和 7 了 fa 
了 类 似 的 问题 ,此 时 a < ar < … BRASUT ,存在 无 穷 多 个 : 
,使 得 wa 是 来 自 5 中 的 素数 寡 的 乘积 ,而 an HWET HURAR 
的 积 吗 ? 


ES. 和 不 为 平方 数 序列 

Paul Erdos 和 David Silverman 考虑 有 个 整数 1 «La, «a; 二 
a Sn EG a; + aj 都 不 是 平方 数 的 问题 ,并 间 :k& n 十 
/3 或 其 至 < 之 nf/3 十 O(1) 为 真 吗 ? 模 3 为 1 的 整数 表明 ,如 果 它 
为 真 ,那么 , 它 便 是 可 能 达到 的 最 好 结果 . 他 们 认为 ,对 于 不 是 平方 
数 的 其 他 序列 可 以 问 同样 的 问题 . i 

Erdos 和 Graham 在 他 们 的 书 中 说 ,J. P，Marsias 已 发 现 , 任 
何 两 个 二 1,5,9,13,14,17,21,25,26,29,30《mod32) 整 数 的 和 决 
不 是 一 个 平方 数 (mod32), 因 此 ,至 少 可 选 作 11n /32. 因为 ]. 
Lagarias, A. M. Odlyzko 和 J. Shearer RIE, AIR S Cz Z, HS 
T SUE Z, 的 平方 数 , 那 么 S| < 11n/32 ,所 以 Marsias 的 结果 
是 能 达到 的 最 好 结果 . 


E6. Roth 猜想 

K. F. Roth 猜想 , 必 存 在 绝对 常数 c 使 得 对 每 一 个 上 ,存在 
n, = nolk) RA FW BITE BR CHUTE n 29 ,分 解 不 超过 4 的 整数 成 
Bla? yA «Cj LO PA WAL j, 可 写成 形 如 aj? + ai? 的 不 超 
过 ?的 不 同 整数 的 个 数 必 大 于 cn, 


E7. 含 算术 级 数 的 序列 
由 著名 的 van der Waerden 定理 知 ,对 每 个 / FETE nh, D 使 
8 WARY nO D. 的 整数 被 分 成 户 类 ,那么 至 少 有 一 类 包含 
有 十 1 项 的 算术 级 数 (AP). 更 一 般 地 ,给 定 /6,41,… Da AEE 
2$ VO Si 和 有 一 1), 它 含有 一 个 有 4 十 1 项 的 AP. 用 W(h,1)， 
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ay BE BEDA UB WO; vro SERB AD EA CRE RY nOD. 

Chvátal th3, J) W(232,2) = 9,W(2;2,3) = 18,W (2;2,4) 
= 22,W(2;2,5) = 32 8 W (2;2,6) = 46. Beeler 81 O' Neil 给 出 ， 
W (232.9) == 58,W (2,2,8) — 77 MW (2;2,9) = 97.W (23,32 = 
35 Al W(2;3,4) = 55 也 是 Chvátal 找到 的 . W (2;3,5) 一 73 是 
Beeler 和 O'Neil 算出 的 ,Stevens 和 Shentaram 找到 了 , W (2,4, 
4)=178,Chvatal 找到 W (3,2,2,2) —27,Brown 找到 W (3;2,2， 
3)=51. Beeler 和 O’ Neil 又 找到 W (4;2,2,2,2)=76. 

van der Waerden 的 定理 的 许多 证 明 仅 给 出 了 W(h,l) 的 粗 
略 估计 ,Erdos 和 Rado 证 明了 W(A,D > (218)? ,而 Moser, 
Schmidt 和 Berlekamp 将 界 逐 渐 改 进 到 

Wh) > Ih* ^^ 48 W (h D) > kte 4 DR 
Moser JF (4 之 5) 已 由 Abbott 和 Liu 改进 到 
` WCR, D 2» Asean | 
Jh sd 2 s«1«2*' 3g X. Everts 已 证 明 , Wh, D > IN /AQ + 
107. 该 结果 有 时 比 Berlekamp 的 结果 要 好 . 

一 个 与 此 紧密 联系 的 函数 (! 十 1 =k) 便 是 著名 的 Cn) , 它 
是 Erdos fi Turán 很 多 年 前 引 人 和 人 的, 它 表示 不 超过 ) 的 > 个 数 1 挟 
4j Laz <a, Sn MPSA kI AP 的 最 小 的 >. 当 
k 一 3 时 ,最 好 的 界 是 Behrend, Roth 和 Moser 找到 的 , 即 

nexp(—c, vinn) « r4G0 < c;n/ln In n, 
且 对 于 大 的 & Rankin 证 明了 
y(n) SnD 
其 中 由 2 < 有 所 2 定义 . 

此 问题 的 重大 突破 是 Szemeredi 获得 的 . 他 证 明了 ,对 全 部 上 A， 
n(n) = o(a). 但 是 ,无 论 是 Szemerédi, Furstenberg, 还 是 
Katznelson 和 Ornstein (看 Thouvenot 的 文章 ) 的 证 明 , 都 没有 给 
出 ra) 的 估计 量 . Erdos 猜想 ;对 每 一 个 上 ， 
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r,Cn) = o(n(ln n)*). 
这 将 推出 ,对 每 一 个 & ,在 AP 中 存在 & 个 素数 ( 见 A5 中 Erdos 的 
有 奖 猜 想 , 如 果 该 猜想 为 真 , 则 可 推出 Szemeredi 定理 ). 

另 一 个 与 此 关系 比较 密切 的 问题 是 Leo Moser 研究 的 ,他 把 
整数 写成 以 3 为 基 的 形式 ; n = Zu ai3:(a = 0,1 DEBE 
TE n 映射 成 无 穷 维 Euclid 空间 的 格 点 ( a1,as,a;,…) .如果 一 些 
映 象 是 共 线 的 , 则 他 称 对 应 的 那些 整数 为 共 线 的 . 30,3579 (2,2,0, 
1,0,--2,41—(2,1,1,1,0, 258147 (2,0,2,1,0,--) EE dt ZR ff). 
他 猜想 ,不 具有 3 个 共 线 数 的 整数 序列 的 密 率 为 0. 如 果 一 些 整 数 是 
共 线 的 , 则 它们 在 AP 中 .但 是 道 命题 不 一 定 成 立 . 20:16 (1,2, 
1,0,0%…),24 一 (0,2,2,0,0,…) 和 32->(2,1,0,1,0,…) 不 是 共 线 
的 . 因此 ,此 猜想 如 为 真 , 则 推出 Roth 定理 : rC) = ola). 

MÈ fs(n) 是 每 边 有 三 个 点 的 维 立方 体 中 无 三 点 在 一 条 线 
上 的 格 点 的 最 大 个 数 ,那么 Moser 证 明了 G0 > c3"/ Vn VR 
PEH, f,(n)/3" 趋 于 某 一 有 限 值 ,那么 , 它 趋 于 零 吗 ?Chvital 改 
3t Moser 结果 中 的 常数 c 为 3/ Vx .并 且 找 到 了 fs 00-2, f 
(22 —6, f, (3) 一 16. 现 还 知道 Sy (2243. 

更 一 般 地 ,如 果 ?” 维 立方 体 在 每 边 上 有 上 个 点 ,Moser 问 
Sila) 的 估计 是 多 少 ?这 里 fi(n) 表 没有 上 个 点 共 线 的 格 点 的 最 大 
个 数 . 由 Hales 和 Jewett 定理 知 ,对 充分 大 ,将 如 个 格 点 任意 分 
成 上 类 , 则 必 有 一 类 其 上 个 点 是 共 线 的 .由 此 推出 了 van der 
Waerden K FRAC aoaie san) O L a; <k D 与 以 上 为 基 
的 整数 的 展开 式 > ya 对 应 起 来 的 定理 . 

如 果 用 贪心 算法 去 构造 不 含 AP 的 序列 ,不 能 得 到 非常 稠密 
的 ,但 却 能 得 到 一 些 令 人 感 兴趣 的 序列 . Odlyzko 和 Stanley 构造 
正 整 数 序列 SC) ;ao = 0,0; =m, HE ARK an 都 是 比 a, 大 
的 最 小 整数 . ELO assai saa 不 含有 三 项 AP, 例 如 ， 

S(1):0,1,354,9,10,12,13,27,28,30,31,36,39,40,81,82, 
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84,8550" 
S(4):0545557511,12,16,23,26,31533,37,38:44,49,56, 
13,78,80,85,*- 
如 果 m BIW, RAE ARAM REST 
开 的 项 中 是 非常 易于 描述 的 . 但 是 ,对 于 其 他 的 值 ,序列 则 变 得 相 
当 不 稳定 . 其 增长 速率 似乎 是 类 似 的 ,但 这 有 待 于 证 明 . 
不 含有 4 项 AP 的 “最 简单 ”的 序列 是 ; 
0,1,2,4.,5,7,8,9,14,15,16,18,25,26,28,29,30,33,36,48, 
49,50,52,53,55,56,57,62, 
存在 此 序列 的 简单 描述 吗 ? 它 增 长 多 快 ? 
如 果 我 们 定义 集合 5 的 跨度 为 max S 一 min S ,那么 不 包含 
项 AP 的 nr 个 整数 的 集合 的 最 小 跨度 sp (%,n) 是 多 少 ?Zalman U- 
siskin 给 出 下 列 值 


n = 3 4 5 6 7 8 9 10 lle 
sp(3,n) 


| 
w 
> 
oo 


10 12 13 19 24 25 + 


12 
sp(4,n) = 4 5 7 8 
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E8. Schur 问题 .整数 无 和 类 

Schur 证 明了 ,如 果 小 于 nie 的 整数 以 任意 方式 分 成 n 类 , 那 
Arty =z 必 能 在 某 一 类 内 得 到 整数 解 . 如 果 s(n) 是 具有 此 类 
性 质 的 最 小 整数 ,Abbott 和 Moser 证 明了 对 某 些 c 和 充分 大 的 nm， 
s(n) > ggr/treina »Abbott 和 Hanson HERAT s(n) > c(89)"* ,这 一 
结果 改进 了 Schur 自己 的 估计 s(n) > (3" + 1)/2. Schur 的 结果 
事实 上 对 二 1,2,3 它 是 强 的 ,但 对 较 大 的 a , 则 不 行 了 . s (4)= 
45 是 Baumert 计算 出 来 的 . 例如 , 头 44 个 数 可 被 拆 成 4 个 无 和 类 ， 

(1,3,5,15,17,19,26,28,40,42,44}, {2,7,8,18,21,24,27， 
33,37,38,43},{4,6,13,20,22,23,25,30,32,39,41), {9,10,11, 
12,14,16,29,31,34,35,36}. 

Sir ,Fredericksen 证 明了 s (5)22158(, E9) ;并 且 对 所 有 的 
后 继 Schur 数 ,该 结果 改进 了 下 界 ， 

5(n) Z2 cC315)""^ Q1 > 5). 

Robert Irving 稍稍 改进 了 Schur f E 9E [nte] 为 [n! (e 一 

1/245]. 
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E9. 整数 模 的 无 和 类 
Abbott 和 Wang 考虑 了 与 Schur 类 似 的 问题 . 设 Cn) 是 这 样 
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的 最 小 整数 om , 它 使 得 不 管 怎样 把 从 1 到 m. 的 整数 分 成 类 ,总 存 
在 一 类 包含 有 同 余 式 
z+ y= z(mod(m + 1)) 

的 解 . IRL) SSC), R E sC) 的 定义 同 E8, 但 对 n= 二 1,2 或 3， 
RATA tC) — 500 二 2,1(2) = s(2) = 5,1(3) = s (2214. 确实 ， 
仅 存在 L1,13j] 的 三 种 分 为 三 个 集合 的 方式 

{1,4,10,13}, {2,3,11,12},{5,6,8,9} 
(这 里 7 分 别 在 三 个 集中 ) 满 足 无 和 条 件 . 且 它 们 满足 更 严格 的 无 同 
余 条 件 C(mod14). 而 Baumert 的 例子 (E8) 仅 在 第 二 个 集合 中 有 一 
个 反例 ,33 十 33 二 21 (mod45). 实际 上 Baumert 找到 了 112 种 分 解 
L1,44] 成 4 个 无 和 集合 的 方式 ,其 中 一 些 对 模 45 无 和 . 因此 , zt (4) 
二 45, 一 个 例子 是 
(x1;d3,5,15,::17, +19}, C2, 7, 8, 318, 21), (44, 
x6, 13,320, 322,30), (2:9, 10, 11, 12, 3-14, +16}. 

Abbott 和 Wang 得 到 不 等 式 

f + ng) > 2f(n) fo) 
对 fn) = s(n) — 1/2 REIL, AXt tO) 能 导出 与 Schur Xf s(n) | 
出 的 相同 的 下 界 ; tC) 之 (3” 十 1)/2. 实 际 上 ,他 们 已 得 到 tn) = 
s(n) 的 例子 . 此 外 ,Fredericksen 有 如 下 的 例子 ， 

士 (1,4,10,16,21,23,28,34,40,43,，45，48,54,60), 士 12，3， 
859,14,19,20,24,25,30,31,37,42,47,52,65,70},+(5,11,12, 
13,15,29,32,33,35,36,39,53,55,56,57,59,77,79) ,2- (6, 7,17, 
18,22,26,27,38,41,46,50,51,75) , + (44,49,58,61,62,63, 64, 
67,68,69,71,72,73,74,76,78). 

这 表明 5(5) 22 158, HE 159 是 无 和 的 . 因而 2(5) S158 Mt) > 
c(315)"^. 


[1]H. L. Abbott and E. T. H. Wang, Sum-free sets of integers, Proe. 
Amer, Math. Soc. , 67(1977),11-16; MR 581: 5571. 
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E10. 38 7c $0 26 

Turán 已 证 明 , 如 果 整 数 [m ,5m + 3] 以 任意 方式 分 为 两 类 ， 
那么 ,至 少 在 一 类 中 ,方程 
: 工 十 一 z 
有 工头 y 的 解 . 且 这 对 于 [m,5m +2] RA. [m, 5m 十 2] 分 解 成 
两 无 和 集合 的 唯一 性 已 被 Znkm 证 实 ， 

Turán 又 研究 了 zy 不 一 定 是 不 相同 的 问题 . 定义 ;Cm,n) 为 
这 样 的 最 小 整数 , 它 使 得 无 论 [n,m 十 中 被 怎样 的 分 为 2 类 ,这 ? 
类 中 必 有 一 类 包含 工 十 ?一 的 一 个 解 . 他 的 与 头 一 个 问题 对 应 
的 结果 是 s(m,2) = Am. 显然 ,ss(1,n) =s) 一 1, 其 中 s(n) HE 
义 仍 见 E8. 由 Irving 的 结果 推出 sCm,n) < mEn! Ce — 1/24) — 1] 
. Abbott 和 Zném( 见 E8) 4} 93 Bl s(m,n) > 3sm,n — 1) +m, 

从 而 sbm,n) > m(3" 一 0/2. 

如 果 某 类 不 含有 方程 zx 十 ?了 一 < 或 十 y 十 1 一 > 的 解 , 则 
Abbott 和 Hanson 称 其 为 强 无 和 的 . 他 们 证 明了 ,如 果 rn) 是 这 
样 的 最 小 的 ~ , 它 使 得 无 论 r] 怎样 分 成 n 类 ,他 们 中 必 有 一 类 
含有 上 述 方程 的 解 , 则 ron +n) Z2 2rG0s 6m) — rln) — sn) + 
l. 他 们 用 此 改进 了 s(n) 的 下 界 . 他 们 的 方法 结合 Fredericksen 
的 例子 给 出 sCm,n) > em O15)". 


(138. Znám , Megjegyzések Turán Pál egy publikálatlan ereményéhez, Mat. 
Lapok, 14(1963),307-310. 


E11. van der Waerden 和 Schur 问题 的 推广 
Rado 研究 了 van der Waerden 和 Schur 问题 的 若干 推广 . 例 
如 ,他 证 明了 ,对 任意 自然 数 a,6,c WHE u ,使 得 无 论 [1 ule 


O 此 不 等 式 在 Richard K. Guy WP E13) P RJ sm 7D 22 3s0m 2) + m. 
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样 分 成 两 类 都 有 ,至少 在 一 类 中 az + by = cz A. 他 给 出 了 uw 的 
一 个 值 ,但 象 Schur 的 问题 一 样 ,这 还 不 是 可 能 达到 的 最 好 的 结 
时 .例如 ,对 于 2z 十 ?一 5z ,从 定理 有 w= 20, MEXT u= 15t 
为 真 , 尽 管 对 更 小 的 x 它 不 成 立 : 下 列 二 集合 

(1,4,5,6,9,11,14) $1(2,3,7,8,10,12,13] 
中 没有 一 个 包含 2z + y= 5z 的 解 . 如 果 我 们 允许 分 成 三 类 ,那么 
45 便 是 这 样 的 最 小 的 A: 

{1,4,5,6,9,11,14,16,19,20,21,24,26,29,31,34,36,39, 
41,44}, 

{2,3,758510,12,13,15,17,18,22, 23,27, 28532533537, 38, 
42,43), 

(6,7,8,9,25,30,35,40). 

对 于 方程 Dax = 0.X a 是 非 零 整数 ,如 果 存 在 一 个 
uln) (我们 假定 它 为 最 小 的 ) ERR un] 无 论 怎样 分 成 
类 ,都 至 少 有 一 类 包含 方程 的 解 , 则 Rado 称 此 方程 为 n- 正则 的 . 
又 如 果 方 程 对 所 有 的 an 都 是 x- 正 则 的 ,那么 称 方程 是 正则 的 ,并 且 
他 证 明了 ,恰好 当 谊 jaj = 0 对 菜 些 a 的 子 集成 立时 ,方程 是 正则 
的 . PI dn Xf a, = a; — 1 Aa = 一 1 ,我 们 对 Schur 的 原 问 题 有 
u(n) 二 s(n) . Salié 和 Abbott WR T 3E «G0 下 界 的 问题 , 见 E7 和 和 
E8 所 附 文献 . 

上 面 例子 当 a = 2,4, = 1.2, 一 一 5 时 不 是 正则 的 . 因为 我 们 
可 以 看 出 , 它 是 2- 正 则 和 3- 正 则 的 ,但 不 是 4- 正 则 的 , 如 把 5^2 的 每 
一 个 数 (其 中 SD 按照 上 是 奇 或 偶 和 1/ 三 土 1 或 士 2(mod5) 分 成 四 
类 ,可 以 证 明 ,这 四 类 中 没有 一 类 含有 2x + y = 5z 的 解 . 

对 于 方程 2r + x, = 2x5 Fil x, +27, + ar = 22, ,Salié, Abbott 
及 Abbott 和 Hanson 相继 得 到 较 好 的 下 界 , 最 后 分 别 得 到 wu(n) 
> c2)? cdo". 

可 将 问题 EE7 一 12 与 C13 一 15 比 较 . 
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[1jWalter Deuber, Partitionen und lineare Gleichungssysteme, Math. Z., 
133(1973), 109-123. 

[2]R. Rado, Studien zur Kombinatorik, Math. Z. , 36(1933),424-480. 

[3]E. R. Williams, M. Sc. thesis, Memorial Univ. , 1967. 


E12. Lenstra 序列 

Lenstra 注意 到 , 递 推 关系 ze = 1,2, = (Q H rt r? tet 
Ti) /n(n = 1,2, CRC + tna = r,l +) EA, 
Tz = 3,x3, = 5,2, = 10,75 = 28,0, = 154,2, = 3520.2, = 
15518802, = 267593772160,- Bx, XE F n < AZ BBW RE I xy, 
却 不 是 整数 .Alf van der Poorten 问 , 若 继 续 下 去 ,情形 会 如 何 呢 ? 
Davfd Boyd 问 :是 否 x, 总 是 2-adic 整数 ( 即 它 的 分 母 不 含有 2). 

Boyd 和 van der Poorten 研究 了 用 立方 代替 平方 后 的 对 应 序 
i. 


E13. Collatz 序列 
L. Collatz 问 , 由 a4, = a,/2(a, WAR) ana, = 3a, + 1(a, 为 
奇 ) 定义 的 序列 ,如 果 就 从 任意 整数 ai LN TETE— An fia, = 1 
的 意义 上 来 看 ,序列 除开 圈 4,2,1,4( 图 10, 见 下 页 ) 外 ,是 否 为 树 状 
5i 91D. H. Lehmer #1 Emma Lehmer 和 J. L. Selfridge 证 实 了 
这 对 所 有 小 于 10? 的 整数 为 真 . 另 一 些 人 将 界 推 至 7 X 10u， 设 最 小 
的 正 整数 上 使 a4; = 1( 如 果 存 在 的 话 ), 则 上 称 为 a 的 长 度 , 记 为 
La), XE a= ai. 当 上 不 存在 时 , 记 1(a) = co, Filipponi 用 十 分 简 
单 的 方法 研究 长 度 相同 的 一 些 数 以 及 小 的 可 能 的 a, 使 Llao) = 
co. 例如 从 Filipponi 结果 知 
L(644 + 15) = 1(192k + 45), 
((2565 + 98) = 1(256k + 99) 
= £(2562 + 100) = /(2565 + 101), 
Lara" ^ — 1) D = 260 + 3"), 
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B1 10. Collatz 序列 是 树 状 四? 


且 ao = 4k + 3,k Æ O(mod 4) Ai k Æ OCmod 8). 
Filipponi 提出 如 下 的 猜想 :存在 正常 数 c 使 得 
| aU y fa) -— c ]n a. 

如 果 用 3a, 一 1 FEAR 3a, + 1 (或 我 们 包括 非 负 整数 ), 那 么 任 
何 序 列 以 下 面 其 中 一 个 图 为 终止 似乎 是 可 能 的 :(1,2})，(5,14,7， 
20,10) ,3€ (17,50,25,74,37,110,55,164,82,41,122,61,182,91, 
272,236,68,34). 这 对 所 有 比 10" 小 的 数 已 证 明 为 真 . 

David Kay 更 一 般 地 用 ay = a/p han) sen, = a + 
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ripta) 定义 了 序列 ,并 问 是 否 存在 数 p,q,r 使 该 问题 能 获 解决 ? 
- 定义 了 (n) 为 3n 十 1 的 最 大 奇 因子 ,Zimian 问 ,是否 [Ts = 


i=] 
TE fu) xp sou 1 AYER — GRE in) 成 立 . Erdós 


找到 

65 XT7XTX11X11X17X17X13249X11X11X17X17:13 
X13X5. 

AIR XI dE SS & >l An ERUS MO) RUF nC Bos ER. 如 果 
出 现 了 这 样 的 整数 , 且 Collatz FRR n*. = f'(n)/n 达到 1, 那 么 集 


A 
H 


(n, fn), f^ a,n wien ),751) 
便 是 上 述 那 样 的 集合 . 用 计算 机 已 经 找到 了 忒 10! 的 5 个 自 包 合 的 
整数 31 ,83,293,347 和 671， 


[1 ]Michael Beeler, William Gosper and Rich Schroeppel, Hakmem, Memo 
239, Artificial Intelligence Laboratory, M. I. T. , 1972, p. 64. 

[2 ]Corrado Bohm and Giovanna Sontacchi, On the existence of cycles of giv- 
en length in integer sequences like IQQ = 2 /2ifx,even, and z,,, = 3r, 
+ lotherwise, Atti Accad. Naz. Lincei Rend. Sct, Fis. Mat. Natur, 
(8)64(1978), 260-264. 

[3]R. E. Crandall, On the “3z + 1 " problem, Math. Comp. , 32(1978), 
1281-1292; MR 581t 494, Zbl . 395. 10013. 

[4]C. J. Everett, Iteration of the number-theoretic function f(2n) — n, 
f(n + 1) = 3n + 2, Advances in Math. 25(1977), 42-45; MR 56 
15552; Zbl. 352. 10001. 

L5]P. Filipponi, On the 3n +1 problem; something old, something new, 
Rend, Mat. Appl. (7)11(19912,1,85— 103. 

[6]Martin Gardner, Mathematical Games, A miscellany of transcendental 
problems, simple to state but not at all easy to solve, Scientific Amer. , 
2261t 6C(Jun 1972) ,114-118,esp p. 115. 
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mus (Kakutani$ Problem), Acta Arith. , 34(1978),219—226; MR57# 
16246; Zbl. 329. 10008. 

[ll ]Ray P. Steiner, A theorem on the Syracuse problem, Congressus 
Numerantium XX, Proc. 7th Conf. Numerical Math. Comput. Mani- 
toba, 1977,553-559; MR 80g; 10003. 

[12]Riho Terras, A stopping time problem on the positive integers, Acta 
Arith. , 30(1976), 241-252; MR 581t 27879 (and see 35(1979),100- 
102; MR 80h;10066). 


E14. Conway 排列 序列 

在 Conway 的 排列 序列 的 情形 里 ,情况 与 上 一 问题 不 同 . 一 个 
简单 的 例子 是 an = 3a,/2 (a, 为 偶 ) 且 an, = (Ca, + 1)/4] Ca, 
为 奇 ), 或 也 许 更 清楚 地 ， 

2m — 3m, 4m — |] 3m — 1, 4m - 1 3m 4- 1, 

从 上 明显 看 出 , 它 的 道 过 程 也 成 立 . 因此 最 终结 构 仅 含有 不 相 
交 图 和 双 无 穷 链 . 但 是 , 仍 不 清楚 是 否 存在 有 限 或 无 限 个 上 述 的 图 
和 链 , 或 者 ,是 否 有 无 穷 多 个 链 存在 . 人 们 猜想 , 仅 有 的 圈 是 {1 )， 
{2,3),44,6,9,7,5} 和 {44,66,99,74,111,83,62,93,70,105,79, 
59}. Mike Guy 证 明了 ,任何 其 他 的 圈 其 周期 必 大 于 320. 下 列 含有 
8 的 序列 又 如 何 呢 ? 

… 73，55,41,31,23,17,13,10,15,11,8,12,18,27,20,30， 
45,34,51,38,57,43,32,48,72,.… 


[1]J. H. Conway. Unpredictable iterations, in Proc. Numer Theory 
Conf. , Boulder, 1972, 49-52. 
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E15. Mahler 的 Z 数 

Mahler 研究 了 下 列 问题 ;给 定 任意 实数 4, 设 rx, 是 a(3/2) 的 
小 数 部 分 ,那么 存在 数 & 使 得 0 二 7, «1/2 XEBUR n RIS GX FE 
的 a 如果 存在 , 则 称 为 Z 数 )? 这 个 问题 的 回答 一 般 倾向 于 否定 . 
Mahler 证 明了 ,在 每 对 相 邻 整数 中 至 多 存在 一 个 . 

一 个 类 似 的 问题 是 ,存在 有 理 数 xr/s 使 得 [Cr/s)"] 对 所 有 是 
奇数 吗 ? 

Littlewood [8], e" 的 小 数 部 分 是 否 随 ”一 co 而 趋 于 07 这 个 问 
题 仍 不 清楚 . 


{1]K. Mahler, An unsolved problem on the powers of 3/2, J. Austral. 
Math. Soc. , 8(1968),313-321; MR 37 #2694. 


E16. Whiteman 猜想 

Forman 和 Shapiro 已 证 明 , 有 无 穷 多 个 形 如 [(4/35^] 和 
[C3/2)"] 的 整数 为 合 数 ， A. L. Whiteman 猜想 ,这 两 不 序列 都 包 
含有 无 穷 多 个 素数 . WE-MN a> b> 1,aMb HE uu. 
(a/b ] 中 是 否 有 无 穷 多 个 合 数 ? 是 否 有 无 穷 多 个 素数 ? 


[1]W. Forman and H. N. Shapiro, An arithmetic property of certain ratio- 
nal powers, Comm. Pure Appl. Math. , 20(1967), 561-573; MR 35# 
2852. 


E17. Davenport —Schinzel 序列 

Aad Sein] 来 构成 一 Davenport 一 Schinzel(D 一 S) 序 
列 , 此 序列 中 没有 直接 的 重复 …aa… 且 没 有 长 度 大 于 4d 的 交替 序 
列 …a…2…a…2…, 现 用 Ne(z) ZD-S 序列 的 最 大 长 度 . 现在 的 
问题 是 确定 所 有 的 D 一 S 序列 ,特别 是 找到 NC) WAT, 

7F5012131323,121212131313132323235]1213141:-1 n — li 
n — Tn — 2«32n2n3n:52 7 — in He HN, (3) 22 8,N,(3) 22 20 ff 
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N, Cn) Z 5n — 8. Davenport 和 Schinzel 证 明了 N, (n) = 1,N2(n) 
= n, N; (n) = 25 — 1,Ní,Q) = O(n In n/ln Inn), limN,@2)/n 之 
8 HMJ. H. Conway EM T ,N4Gm + 1) È 6lm—m— 5+2, 
因此 N, 01) = 5n — 8(4 Kn <10). Z. Kolba EHT , N, (2m) > 
11m — 13H Mills £833] n < 21 AY N, Cn) 值 .例如 序列 

abacadaeafafedchgbhbhgcicigdjdjgekekg fhijkikijlilhi fl 
是 N, (12) 一 53 的 证 明 的 一 部 分 . 

Roselle 和 Stanton A n TA d, 78 B) Nv(2) = d, N13) 
= 2[3d/2] — 4(d > 3), N,(4) = 2[34/2] + 3d —13(4d > 4) B. 
N4(G) = 4[34/2] + Ad — 27 (d > 5). 可 是 ,Peterkin 注意 到 最 后 
—MES Ai (d> 6), 因 为 Ne(5) = 34. Roselle fll Stanton X 
证 明了 长 为 Nazi1(5) 的 序列 是 唯一 的 ,而 长 为 Ni(4) 和 (5) 
的 序列 仅 有 两 个 . 

Peterkin 列 出 了 长 为 N;(6) = 29 的 56 个 D—S 序列 , 且 证 明 
T Na > 7n — 1312 5) fü N.GD Ze 13n — 32(n > 5). 

Rennie 和 Dobson 给 出 了 Nan) 的 上 界 为 ; 

(nd — 3n — 2d + T)N4GD x; nld — 3)Na(n — 1) 
+ 2n — d + 2(d > 3). 

因此 推广 了 Roselle 和 Stanton 对 d = 二 4 时 的 结果 . 

除开 已 得 到 的 特殊 值 ,现在 主要 的 问题 是 证 明 或 否定 Nn) 
= O(n) ,Szemerédi 证 明了 Na(n) < conL(n), 其 中 工 是 最 小 的 e 


的 个 数 , 它 使 ee > n. 
R8 N,O) 的 值 


d\{i 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 


PII 121011131 011] 1) ) 11 12 1 10 1] 1 
2123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 


31135 7 9 111315 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 


14 8 1217 22 27 32 37 42 47 53 58 64 69 75 81 86 92 98104 


5 l 5 1016 22 29 


6 |1 8142334 
7 [171628 
8 |1 82035 
9 |1 92240 
10 |1 1026 47 


[1]H. Davenport, A combinatorial problem connected with differential e- 
quations Il(ed. A. Schinzel), Acta Arith. , 1701971) , 363-372. 

[2]H. Davenport, and A. Schinzel, A combinatorial problem connected 
with differential equations, Amer. J. Math. , 87(1965) ,684-694. 

[3]Annette J. Dobson and Shiela Oates Macdonald, Lower bounds for the 
lengths of Davenport-Schinzel sequences, Utilitas Math. , 6(1974),251- 
257. 

[4] W. H. Mills, Some Davenport-Schinzel sequenees, Congressus 
Numerantium IX, Proc. 3rd Manitoba Conf. Numerical Math. 1973, 
307-313; MR 501t 135. 

[5]C. R. Peterkin, Some results on Davenport-Schinzel sequences, 
Congressus Numerantium IX, Proc. 3rd Manitoba Conf. Numerical 
Math. 1973, 337-344; MR 5011 136. 

[6]B. C. Rennie and A. J. Dobson, Upper bounds for the lengths of Dav- 

enport-Schinzel sequences, Uzilitas Math. , 8(1975),181-185. 

[71D. P. Roselle, An algorithmic approach to Davenport-Schinzel sequence- 
S, Utilitas Math. , 6(1974),91-93; MR 50# 9780. 

[8]D. P. Roselle and R. G. Stanton, Results on Davenport-Schinzel se- 
quences, Congressus Numerantium I, Proc. Louisiana Conf, Combin. 
Graph Theory, Comput. Baton Rouge, 1970, 249-267. 

[9]R. G. Stanton and P. H. Dirksen, Davenport-Schinzel sequences, Ars 
Combinatoria, 1(1976),43-51. 
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[19JR. G. Stanton and R. C. Mullin, A map-theoretic approach to Daven- 
port-Schinzel sequences, Paci fre J. Math. , 40(1972),167-172. 

| 11]R. G. Stanton and D. P. Roselle, A result on Davenport-Schinzel se- 
quences. Colloq. Math. Soc. Janós Bolyai 4, Combinatorial Theory and 
its Applications, Balatonfüred, 1969, 1023-1027. . 

L12]R. G. Stanton and D. P. Roselle, Some properties of Davenport- 
Schinzel sequences, Acta Arith. , 17(1970-71) , 355-362. 


E18. Thue 序列 

Thue 证 明了 存在 无 穷 多 个 关于 三 个 符号 的 序列 , 它 不 含有 两 
个 一 致 相等 的 相 邻 段 . 他 又 证 明了 存在 无 穷 多 个 关于 两 个 符号 的 
序列 它 不 含有 三 个 一 致 相等 的 相 邻 段 . 其 他 许多 人 又 重新 发 现 这 
些 结果 . 

如 果 不 求 一 致 相等 段 ,而 求 不 相 邻 段 ,其 一 段 是 另 一 段 的 排 
列 ,Justin 构造 了 一 个 关于 两 个 符号 的 序列 , 它 没有 五 个 相 邻 段 ， 
其 一 段 是 另 一 段 的 排列 . Pleasants 构造 了 关于 5 个 符号 的 序列 , 它 
没有 两 个 上 述 的 相 邻 段 . 我 们 称 Justin 与 Pleasants 分 别 解决 了 
(2,5) 与 (5,2) 问 题 . 

Dekking 已 解决 了 (2,4) 和 (3,3) 问 题 , 但 把 (4,2) 情 形 称 之 为 
“一 个 十 分 有 趣 的 未 决 问题 *. 存在 关于 4 个 符号 序列 , 它 不 存在 一 
个 为 另 一 个 排列 的 相 邻 段 吗 ? | 


[1]S. Arshon, Démonstration de l'éxistence des suites asymétriques infinies 
(Russian. French summary), Mat. Sb. , 2(44) (1937) ,769-779. 

[2]C. H. Braunholtz, Solution to problem 5030[1962, 439], Amer. Math. 
Monthly, 10(1963) ,675-676. 

(3]T. C. Brown, Is there a sequence on four symbols in which no two adja- 
cent segments are permutations of one another? Amer. Math, Monthly, 
78C1971) ,886-888,. 

[4]Richard A. Dean, A sequence without repeats on x, z^!,y, y ', Amer. 
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Math. Monthly, 72(1965) , 383-385. 
[5]F. M. Dekking, On repetitions of blocks in binary sequences, J. 
Combin. Theory Ser. A, 20(1976) , 292-299. 
[6]F. M. Dekking, Strongly non-repetitive sequences and progression-free 
sets, J. Combin. Theory Ser. A,27(1979),181-185. 
[7]R. C. Entringer, D. E Jackson and J, A. Schatz, On non-repetitive se- 
quences, J, Combin, Theory Ser. A, 16(1974),159-164. 
[8]P. Erdos, Some unsolved problems, Magyar ud. Akad. Mat. Kutató 
Int, Kozl. , 6(1961),221-254, esp. p. 240. 
[9]A. A. Evdokimov, Strongly asymmetric sequences generated by a finite 
number of symbols, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 179(1968),1268-1271; 
Soviet Math. Dokl. , 9(1968),536-539. 
[10 Earl Dennet Fife, Binary sequences which contain no BBb, PhD thesis, 
Wesleyan Univ. , Middletown, Connecticut, 1976. 

[11]D. Hawkins and W. E. Mientka, On sequences which contain no repe- 
titions, Math, Student, 24(1956),185-187 MR 19, 241. 

[12]G. A. Hedlund, Remarks on the work of Axel Thue on sequences, 
Nordisk Mat. Tidskr. , 15€1967),147-150;MR 37 tt 4454. 

[13]G. A. Hedlund and W. H. Gottschalk, A characterization of the Morse 
minimal set, Proc. Amer. Math. Soc. , 16(1964) ,70-74, 

[14]. Justin, Généralisation du théoreme de van der Waerden sur les semi- 

. groupes répétitifs, J, Combin. Theory Ser A, 12(1972),357-387. 

[15]I. Justin, Semi-groupes répétitifs, Sém. IRIA, Log. Automat, 1971, 
101-105,108; Zbl. 274. 20092. 

[16]J. Justin, Characterization of the repetitive commutative semigroups, 
J. Algebra, 21(1972) 87-90; MR 464 277; Zbl. 248. 05004. 

[17]John Leech, A problem on strings of beads, Math. Gaz. , 41 (1957), 
271-218. 

[18]Marston Morse, A solution of the problem of infinite play in chess, 
Bull. Amer. Math, Soc. , 44(1938),632. 

[19 ]Marston Morse and Gustav A. Hedlund, Unending chess, symbolic dy- 
namics and a problem in semigroups, Duke Math. J. , 11(1944),1— 7, 
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MR 5.202. 

F26? P. A. B. Pleasants, Non-repetitive sequences, Proc. Cambridge 
Philos. Soc. , 6801970) 5267-274. 

i ?i jHelmut Prodinger and Friedrich J. Urbanek, Infinite 0-1 sequences 
without long adjacent identical blocks, Discrete Math. , 28(1979),277- 
289. 

[22]H. E. Robbins, On a class of recurrent sequences, Bull, Amer. Math. 
Soc. , 4301937) 413-417. 

f23 1A. Thue, Über unendliche Zeichenreihen, Norse Vid. Selsk, Skr. I 
Mat. -Nat. Kl, Christiania (19060, No. 7, 1-22. 

L24]A. Thue, Über die gegenseitige Lage gleicher Teile gewisser Zeichen- 
reihen, Ibid, (1912), No. 1,1— 67. 


E19. 算术 级 数 覆 盖 整 数 

如 果 S 是 个 整数 算术 级 数 的 并 ,每 一 个 都 有 公差 DSA ,其 中 
k Xin.Crittenden 和 Vanden Eynden #M,RBSAA <k- 
2 的 那些 整数 , 则 S 必 含 有 所 有 正 整 数 . 如 果 这 为 真 ,那么 它 
是 可 能 达到 的 最 好 结果 . 他 们 已 证 明了 二 1 的 情形 . 


[1]R. B. Crittenden and C. L. Vanden Eynden, Any n arithmetie progres- 
sions covering the first 2" integers covers all integers, Proc. Amer. 
Math. Soc. , 24(1970),475-481. 

[2jR. B. Crittenden and C. L. Vanden Eynden, The union of arithmetic 
progressions with differences not less than & , Amer. Math. Monthly, 79 
(19725,630. 


E20. 无 理 序 列 
Erdos 和 Straus 定义 ,如 果 Pas, Xt BL EB PR (5, ) 
为 无 理 数 , 则 正 整数 序列 (a) 为 无 理 序列 . 已 找到 一 些 有 趣 的 无 
BERR 34. 如 果 lim sup (log; Ina,)/n > 1, 85 4A {a,} 为 无 理 序 列 ,其 
log 以 2 为 底 . (1) 不 是 无 理 序列 ,因为 之 1/ nl(n + 2) =1/2. 
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Erdos 已 证 明 (2"} 是 无 理 序列 .序列 2,3,7,43,1807,… 是 无 理 序 
列 吗 ?其 中 ar = a2 — a, +1. 


[1]P. Erdos. Some problems and results on the irrationality of the sum of 


infinite series, J. Math. Sci. , 10(1975),1-7. 


E21. Epstein 游戏 

Richard Epstein 的 “加 或 减 一 个 平方 数 ?" 的 游戏 是 用 一 堆 木 
片 进行 的 . 两 个 人 交 蔡 地 从 木片 中 加 或 减 一 个 最 大 的 完全 平方 数 ， 
也 就 是 说 ,两 人 交 车 地 命名 非 负 整数 n. Xo aum a, E 


(a, Y. 赢 者 是 首先 加 或 碱 到 零 的 人 , 这 是 一 个 循环 游戏 ,许多 
数 能 导致 平局 ,例如 ,从 2 开始 ,下 一 个 人 不 能 减 1( 那 样 对 手 便 赢 
了 ), 因 此 他 加 1 而 成 3. 现在 再 加 1 又 不 行 了 ,所 以 只 有 减 1 又 回 到 2 
上 去 了 . 类 似 地 ,6 也 会 导致 平局 ,最 好 的 玩法 是 :6,10,19! ,35,60， 
1091,2091,131,221,6. GE a RR — b CHE BET i dE EO. 例 
如 ,209 后 ,405 是 不 好 的 玩法 ,因为 对 手 能 够 减 至 5, 而 5 是 前 一 个 玩 
者 必 赢 的 位 置 ( 称 为 多 -位 置 ). 类 似 地 ,从 60 始 ,将 数 减 至 11 也 是 
不 好 的 ,因为 11 是 后 一 个 玩 者 必 赢 ( 走 到 20 便 可 ) 的 位 置 ( 称 为 on 
位 置 ). 

多 -位 置 数 

0,5,20,29,45,80,101,116,135,145,165,173.236, 

257 ,397,404,445,477,540,565,580,585,629,666, 

836,845,885,909,944,049,954,975,1125,1177,- 

VAT EB 

1,4,9,11,14,16,21,25,30,36,41,44,49,52, 54,64, 69. 71. 
81,84,86,92,100,105,120,121,126,136,141,144,149,164,169, 
174,189,196,201,208,216,225,230,245,252,254,256,261-- 
都 有 正 密 率 吗 ? 


LIJE. R. Berlekamp, J, H. Conway and Richard K. Guy, Winning Was. 
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Academic Press, l.ondon, 1981, Chap. 15. 


E22. B; — FR 7i 

对 于 无 穷 序 列 1I 委 oa ag c WR ai 都 不 是 序列 中 除开 a 
的 不 同 元 素 的 和 ,那么 称 其 为 A 一 序列 . Erdos 证 明了 ,对 于 每 一 
个 A 一 序列 ， P», a, <103. Levine #1 O’ Sullivan 改进 此 结果 


8] 2:1/ a, <4. 他 们 又 给 出 一 个 A 一 序列 ,其 倒数 和 之 2. 035, 3f 
且 猜 想 ,这 几乎 是 对 其 极 大 值 的 正确 回答 . 
wm Rix ay <La: <<… 是 B: 一 序列 (参见 C8) , 即 序列 中 所 有 ai 


+a, 是 不 同 的 ,那么 2017 a, 的 极 大 值 是 多 少 ? 视 = j 和 i 关 j 而 
产生 两 类 问题 ,Erdos 都 不 能 解决 . 
最 显而易见 的 B, 一 序列 是 由 贪心 算法 得 到 的 (网 E7; 每 一 项 
都 是 比 前 一 项 大 的 最 小 整数 , 它 不 违背 不 同和 条 件 , 且 人 允许 i 二 j) 
-1,2,4,8,13,21,31,45,66,81,97,123,148,182,.… 
Mian 和 Chowla 用 此 证 明了 存在 a «€ k? ff] Bs 一 序列 . 如 果 M 


3 D0 1/ a, XGR Bs 一 序列 的 极 大 值 , 且 S". 是 Mian—Chowla 序列 
的 倒数 之 和 ,那么 MM 宇 S* 2.56. 但 是 Levine 注意 到 ,如 果 t 


= Qc 1/2,354 M 22/CG, 二 1) 过 2.374, 并 希望 看 到 人 们 
对 M = S* 给 出 证 明 或 反例 . 


[1 ]Eugene Levine, An extremal result for sum-free sequences, J, Number 
Theory, 12(1980) 251-257. 

[2]Eugene Levine and Joseph O' Sullivan, An upper estimate for the recip- 
rocal sum of a sum-free sequence, Acta Arith. , 34(1977),9-24; MR 57 
#5900; Zbl. 335. 10053. 

[3]Abdul Majid Mian and S. D. Chowla, On the Bz sequences of Sidon, 
Proc. Nat. Acad. Sci. India Sect, A, 14 (1944), 3-4; MR 7-243. 

L4]J. O'Sullivan, On reciprocal sums of sum-free sequences, PhD thesis, 
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Adelphi Univ. 1973. 


E23. 和 与 积 在 同一 类 中 的 序列 

如 把 整数 分 成 两 类 ,那么 总 存在 序列 { 4) 使 得 全 部 和 之 /sa 
Si [] «5C; — 0 或 1) 都 是 在 同一 类 中 吗 ?Hindman 否定 地 回答 
了 Erdos 的 这 一 问题 . 

存在 序列 a <a, 过 … 使 得 所 有 和 ai + a, 以 及 乘积 ac 都 在 
[3] —35 ril ?Graham 证 明了 ,如果 我 们 分 整数 [1,252] 成 两 类 , 必 
存在 4 个 不 同 的 数 cy 十 y 和 zy 是 在 同一 类 中 .此 外 ,252 是 可 
能 达到 的 最 好 的 结果 .Hindman 证 明了 ,如 果 我 们 分 整数 12,990 | 
为 两 类 ,那么 ,其 中 一 类 总 包含 4 个 不 同 的 数 yr 十 y 和 zy. X] 
于 之 3 的 整数 尚 不 知 其 相应 的 结果 . 

Hindman 又 证 明了 ,如 果 我 们 分 整数 成 两 类 ,那么 总 存在 序 
列 {a,) 使 得 所 有 的 和 a +a, (允许 :一 7) 在 同一 类 中 . 另 一 方面 . 
他 找到 一 种 分 成 三 类 的 分 解法 使 得 不 存在 上 述 的 无 穷 序列 . 


[1]J. Baumgartner, A short proof of Hindman’ s theorem, J. Combin 
Theory Ser. A, 17(1974) 384-386. 

[2]Neil Hindman, Finite sums with sequences within cells of a partition of 
n, J. Combin. Theory Ser. A, 17(1974),1-11. 

[3]Neil Hindman, Partitions and sums and products of integers, Trans. 
Amer, Math. Soc. , 247(19795,227-245; MR 80b;10022. 

[4 JNeil Hindman, Partitions and sums and products — two counterexamples. 


J. Combin. Theory Ser. A, 29(1980).113-120. 


. E24. MacMahon 序列 
MacMahon 定义 了 如 下 序列 ， 
152545558,10514,15,16,21,22,25,26,28,33,34,35,36,38, 
40,42," 


它 后 继 项 中 不 包含 前 面 所 有 两 个 或 更 多 个 相 邻 项 的 和 . 
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如 果 om, 是 此 序列 的 第 二 个 元 素 , 且 M, 是 前 项 的 和 ,那么 
George Andrews 猜想 ms ~ nIn n /In In n , B M, ~ n' (inn )/In 
(In 2 )?, 并 提出 了 下 面 一 个 也 许 更 容易 些 的 问题 :证 明 lim n^ ^m, 
= 0 对 某 此 A 之 2 成 立 ; 证 明 lim m,/n = oo ;证 上 明 m, 过 pp, 对 每 个 
n 成 立 , 其 中 p, 是 第 个 素数 . 

Jeff Lagarias 对 MacMahon JF Jl (E T — 55 F8 dil , [8] HF P0 89 Ja 
继 项 仅 不 包含 序列 前 面 两 或 三 相 邻 项 的 和 时 ,导出 的 序列 ， 

1:2,4,5.,8.10,12,14,15,16,19,20,21,24,25,27,28, 32,33, 
34,37,38,40,42,43, 44, 46, 47, 48, 51,53, 54, 56,57,58,59, 61, 


coron 


的 密 率 为 3/5 吗 ? 


[1]G. E. Andrews, MacMahon’ s prime numbers of measurement, Amer. 
Math. Monthly, 82(1975) ,922-923. 

[2]R. L. Graham, Problem #1910, Amer. Math. Monthly, 73(1966), 

_ 175; solution, 75(1968), 80-81. 

(3 ]Jeff Lagarias, Problem 17 , W. Coast Number Theory Conf. , Asilo- 
mar, 1975. 

[4jP. A. MacMahon, The prime numbers of measurement on a scale, 
Proc. Cambridge Philos. Soc. , 21(1923),651-654. 

[5 ]Stefan Porubsk y, On MacMahon' s segmented numbers and related se- 
quences, Nieuw Arch. Wisk. , (3) 25(1977), 403-408, MR 5845575. 

[6]N. J. A. Stoane, A Handbook of Integer Sequences , Academic Press, 
New York, 1973;sequences 363,416, 1044. 


E25. Hofstadter 的 三 个 序列 
Doug Hofstadter 定义 了 三 个 有 趣 的 序列 
(a) al 一 ay = 1 ,av = Ana, F na, (2 之 3)， 该 序列 的 性 质 
如 何 呢 ?序列 给 出 : l 
1,1,2,3,3,4,5,5,6,6,6,8,8,8,10,9,10,11,11,12, 
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12,12,12,16,14,14,16,16,16,16,20,17,17,** 
有 无 穷 多 个 如 7,13,15,18,… 这 样 的 数 不 在 序列 中 吗 ? 

(b) bj = 1,6 = 2, BXE n > 3,6, 是 比 5-! 大 的 最 小 整数 , 且 
能 表 成 此 序列 两 个 或 更 多 的 相 邻 项 的 和 ,因此 有 : 

1,2,3,5,6,8,10,11,14,16,17,18,19,21,22,24,25, 

29,30,32,33,34,35,37,40,41,43,45,46, 47. 

此 问题 是 MacMahon 问题 (E24) 的 挛 生 向 题 , 现在 的 问题 是 ， 
此 序列 将 怎样 增长 ? 

(Cc) a 一 2,Cs 二 3 且 当 cl,…sc, 被 定义 时 ,形成 所 有 可 能 的 表 
MA cc; — 10 E jn) ,并 把 他 们 作为 添加 项 而 得 到 下 面 的 
REA. 

2,3,5,9,14,17,26,27,33,41,44,50,51,53,69, 77, 80,81, 
84,87,98,99,101,105,122,125,129,*- 

其 结果 将 包含 几乎 全 部 的 整数 吗 ? 


[1]P. Erdós and R. L. Graham, Old and New Problems and Results in 
Combinatorial Number Theory, Monographie de L’ Enseignement 


Mathématique No. 28,Genéve, 1980,pp. 83-84. 


E26. 由 贪心 算法 得 到 的 B, 一 序列 

Dikson 的 一 个 古老 问题 仍 未 获 解 决 . 给 定 & 个 整数 的 集合 a 
Kar Lie <a Fn Sk, EX ani 为 比 a, 大 的 最 小 整数 , 且 它 
不 具有 形 a+ aj,i,j 声 n .除了 起 始 的 初 值 外 ,这 些 便 是 由 贪心 算 
法 得 到 的 B, 一 序列 ( 见 C8,E7,E22). 

差 asa 一 a, 构成 的 序列 最 终 成 周期 性 变化 吗 ? 

在 周期 性 出 现 以 前 ,也 许 要 花 很 长 时 间 . 例如 ,对 于 上 一 2, 我 
们 取 a, = 1,2; = 6, 序 列 为 

1,6,8,10,13,15,17,22,24,29,31,33,36,38,40,45,47, 52, 
54,56,59,61,63,68, 
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要 想 认 识 到 这 模式 ,可 从 集合 {1,4,9,16,25} 开 始 . 


[iiiL. E. Dickson, The converse of Waring’s problem, Bull, Amer. Math. 
Soc, , 40(1934),711-714. ` 


E27. 不 含 单调 算术 级 数 的 序列 

Erdos 和 Graham 研究 了 序列 {a} ,并 认为 如 果 存 在 下 标 i 过 
fp oe ERE TESI aL Sj SO 是 递增 或 递减 的 AP, 则 序 
列 {ai} 有 长 度 为 的 单调 AP. 长 度 为 的 单调 AP 也 说 是 单调 的 
项 AP. WR Ma) 是 [1,n] 上 满足 没有 单调 的 3 项 AP 的 排列 的 
个 数 , 则 Davis 等 人 证 明了 
Mín) z 2" !,MQn — 1) x; nY, MOn + D x O4 DD? 
他 们 问 是 否 MOD" 有 界 ? 

Davis 等 人 还 证 明了 所 有 正 整 数 的 任何 排列 必 包 含 一 递增 的 
3 项 AP ,但 是 ,存在 没有 单调 的 5 项 AP 的 排列 . 仍 不 清楚 是 否 有 单 
调 的 4 项 AP. 

如 果 正 整数 被 排 成 双 无 穷 序 列 , 那 么 单调 3 项 AP 仍然 必定 出 
现 . 但 是 避免 4 项 AP 出 现 是 可 能 的 . 

如 果 所 有 的 整数 参与 排列 ,那么 Odda 证 明了 ,在 单 无 穷 情形 
下 ,没有 7 项 AP 出 现 , 但 是 其 他 情形 如 何 , 很 少 为 人 所 知 . 


[1]. A. Davis, R. C. Entringer, R. L. Graham and G. J. Simmons, On 
permutations containing no long arithmetic progressions, Acta Arith. , 
34(1977),81-90; MR 58# 10705. 

(2] Tom Odda, Solution to Problem E2440, Amer. Math. Monthly, 

82(19752,74. 


E28. 一 类 特殊 序列 的 Jacobi 符号 


柯 召 对 于 正 整数 ,首先 研究 了 整数 序列 E, = Does 
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1) 的 性 质 , 证 明了 :在 zx 三 0 (mod D BJ MERA mS 3,n el, 
(myn) = 1 ,都 有 Jacobi 符号 ( 见 F5) (E,/E,) 一 1. 由 此 导出 了 
Catalan JE y! —1=2"n Z2 3) ( 见 DEUS ERR x = 2,y 
= 3,n = 3. 后 来 ,Terjanian, 孙 琦 和 曹 珍 富 又 研究 了 整数 序列 Q 


OLIO SB SCOR x,y 是 给 定 的 整数 , (zx,y) = 1 ,例如 有 
以 下 的 结果 : 
1) 如 果 xy = 0 2€ — 1 (mod4), 则 对 任意 奇数 29 33,5 之 3， 
(m,n) —VE (Q,/Q,) =l; . 
2) JR xy = 1 (mod4), 则 对 任意 正 奇数 mm 有 (Q,/Q,) = 
(n/m). 
Rotkiewicz 将 上 述 结果 还 推广 到 Lehmer % P, 上 ,这 里 
p = Je — f")/(a — B),*4 21a, 
to dGn— B)/(a? — B), 2|n, 
而 a,6 是 方程 z2? -LzM-M-cOIBBRTAR LM 是 整数 且 满 足 
L20,L — 4M 7 0,(L,M) = 一 1 .但 是 ,对 于 Lucas 数 
U,- € Tam, 
这 里 es,7 RS 一 vRz 二 3S=0 的 两 个 根 ，(R,S) =1. BB 
究 类 似 的 问题 却 十 分 困难 . YY ES 
U, = ("+ 7)0/€G + : O4 2n), 
从 而 问 , 当 2 jm Bf, Jacobi 符号 (U,/U n) 的 值 如 何 确定 ?如 何 估 


it QU (UVU。) =? 这 里 部 包含 对 固定 的 mn 通过 六 HRB 
近 , 曹 珍 窗 给 出 了 前 一 问题 的 回答 ,但 对 后 一 问题 仍 没有 结果 . 


OIE S E (Z. Cao), 壬 番 图 方程 引 论 ,第 八 章 ,哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 ， 
1989, MR 92e:11018 

[2] W 3E (Z. Cao), 一 类 不 定 方程 对 Lucas 序列 的 应 用 ,数学 杂志 ,11 
(1991),3:267— 274, MR 93j:11019. 

[3] ZW (Z. Cao), CT 3€ 875 E x? 一 y^ = Dz? ,东北 数学 ,2(1986) ,2， 
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219—227; MR 88b;11013. 
(4 ¥"% X (Z. Cao),On the Diophantine equation zt 一 py? = z^,C. R. Math. 
Rep. Acad, Sci. Canada, 17(1995) 52:61 — 66;18(1996),5:233 — 234. 
[5] CC. Ko) KFAB2 = y" 十 1,xy 天 0 ,四川 大 学 学 报 (自然 科学 
ik) »1962,1:1—6. 

[6 ]A. Rotkiewicz, Applications of Jacobi's symbol to Lehmer’s numbers, 
Acta Arith. , 42(1983),163-187. 

[7 M3 CQ. Sun), E ZZ H (Z. Cao), ET E ELTE Bl r^ 一 y^ — z?, 数 学 年 刊 ， 
4,7(19860,5:514 — 518; MR 88c.11022. 

[8]G. Terjanian, Sur l'équation x?^ + y = z'^,C. R. Acad. Sci. Paris, 
285(1977),973-975. 
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F 一 些 其 它 问题 


本 章 介绍 不 在 前 面 出 现 的 数论 中 的 一 些 其 它 问题 ,其 中 有 一 
些 问题 是 近 几 年 才 提出 的 . 头 几 个 问题 是 关于 格 点 的 (其 Euclid 
坐标 为 整数 ) 且 他 们 中 的 大 部 分 是 二 维 的 ,但 也 有 一 些 问 题 是 在 更 
AER E BR XE RJ. 一 些 有 趣 的 书 是 : 


(1]J. W. S. Cassels, Introduction to the Geometry of Numbers, Springer- 
Verlag, N. Y.1972 

[2]L. Fejes Toth, Lagerungen in der Ebene,auf der Kugel und in Raum , 
Springer-Verlag, Berlin, 1953. 

[31J. Hammer, Unsolved Problems Concerning Lattice Points, Pitman, 1977 

[4]O. H. Keller, Geometrie der Zahlen, Enzyclopedia der Math. Wis- 
senschaften, Vol. 12, B. G. Teubner,Leipzig, 1954. 

(5]C. G. Lekkerkerker, Geometry of Numbers, Bibliotheca Mathematia, 
Vol. 8, Walters-Noordhoff, Groningen; North-Holland, Amsterdam. 
1969. 


[6]C. A. Rogers, Packing and Covering, Cambridge Univ. Press, 1964 


F1. Gauss 格 点 问题 与 除数 问题 

一 个 非常 困难 的 问题 是 Gauss 问题 ;圆心 在 原点 ,半径 为 7 的 
圆 内 有 多 少 个 格 点 ?如 果 管 案 是 xar? 十 h(x) 个 ,那么 Hardy 和 
Landau WEH T, Ahr) KÆ oC" (Inr 27), 9E BÉ dB hr) = 
OG 7**) .已 知 的 最 好 结果 是 属于 陈景润 的 ,他 证 明了 h(x) = 
Orne), 三 维 时 ,对 球 和 正则 四 面体 可 以 提出 同样 的 问题 . 例 
如 对 球 问题 , 易 知 
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1 = Gar’? + h(a), 


陈景润 证 明了 "" T ginis. 尹 文 条 对 除数 问题 也 获得 了 类 
似 结果 . 对 三 维 除数 问题 , 设 diOn) Rn 成 三 个 因子 乘积 的 表 法 个 
数 , 则 有 

DidiG = zpalln z) + A(z), 


nr 


这 里 p.n r) 为 In zx 的 一 个 二 次 多 项 式 . EE ARIES X 
条 和 李 中 夫 的 ,他 们 证 明了 hlr) = Omm, 


[ GR Cif CJ. Chen), 圆 内 整 点 问题 ,数学 学 报 ,2(1963),299 一 313; 中国 科 

学 ,12(1963),633 一 649; MR 27 # 4799. 

[2] X f£ CW. Yin). €(1/2 + it) 的 阶 , 四 川 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 ) ,1963， 
2163— 72. 

(3 ]3* RCW. Yin), 李 中 夫 ,三 维 除数 问题 误差 项 估计 的 改进 ,科学 通报 ,16 
(1980) , 767. 


F2. 不 同 距离 的 格 点 
在 格 点 (zx,y) ,1 二 zy 去 中 ,使 ?| 个 格 点 相互 距离 都 不 
同 的 最 大 是 什么 ?很 容易 看 出 过 n.n <TH BE k 09. 但 
址 ,对 任意 大 的 并 却 不 能 . Erdos 和 Guy 证 明了 
n?57* — b < en/ (in n)” 
ELE AB & < en? In Vs 人们 可 以 求 < 浸润 ?组 态 , 它 含有 确定 不 
同 距 离 且 在 不 重复 某 一 距离 时 就 无 法 加 进 新 格 点 的 那些 格 点 的 最 
小 个 数 . Erdos 注意 到 ,这 至 少 需要 as-: 个 格 点 .在 一 维 时 ,他 已 
不 能 改进 O Q7) , 且 猜 测 O Q7) 是 可 能 达到 的 最 好 的 结果 . 


[1]P. Eedos and R. K. Guy, Distinct distances between lattice points, Elem, 
Math. 25 (1970) ,121-123. 
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F3. 没有 4 点 共 贺 的 格 点 
Erdós 和 Purdy 问 ,从 好 个 格 点 (zy),1 Say <n Ht, ESE LS 
少 个 点 使 得 没有 4 点 共 阅 . 很 容易 证 明 能 挑 出 248- 个 ,但 是 挑 出 
更 多 的 也 是 可 能 的 . | 

选 * 个 点 使 他 们 确定 的 | ?| 杂 直 线 包含 全 部 n TRA MWA 
满足 此 条 件 的 最 小 是 多 少 ?t = oln) 吗 ? 不 难 证 明 > en. 


F4. 无 三 点 共 线 问题 

能 选 出 Zn 个 格 点 Coy Say Sn) 滞 得 没有 三 点 共 线 
83? Xf n «:268] , 3X C. AER. Guy Al Kelly HM yu 3538 

(1) 不 存在 不 具有 完全 的 正方 形 对 称 性 的 矩形 对 称 性 的 组 态 . 

(2) 仅 有 的 具有 正方 形 对 称 性 的 组 态 是 nx =2,4,10 的 情形 ( 见 
下 页 图 13. n ==10 的 组 态 首先 由 Acland 一 Hood 找到 ). 

《3) 对 于 充分 大 的 ,问题 的 答案 为 否定 , 即 该 问题 只 有 有 限 
个 解 . 

(4) 对 大 ,我们 至 多 可 选 Co 十 on 个 格 点 ,它们 没有 三 点 兵 
线 , 其 中 3c = 2r , Bc 1, 85---. 

Fi — Fi fal, Erdos 证 明了 ,如 果 是 素数 , 则 选 出 4 个 点 且 没 
有 三 点 共 线 是 可 能 的 . Hall 等 人 证 明了 ,对 于 大 ,能 找到 (63/2 
一 6)2 个 这 样 的 点 ， 

无 三 点 共 线 问题 是 Heibronn 的 30 岁 问题 的 离散 模拟 . 放 
a(S 3) 个 点 于 单位 面积 (或 者 单位 正方 形 ,或 者 单位 面积 的 三 角 
形 ) 的 盘 中 ,使 由 其 三 点 形成 的 最 小 三 角形 面积 为 极 大 , 如 果 我 们 
用 AGO 来 表示 此 极 大 面积 , 则 Heilbronn 的 原 猜想 为 ; AGO < 
c/n? ,Erdos iEB] T , AG) > 1/(2n?). 因此 ,如 果 猜 想 为 真 , 则 它 
是 可 能 达到 的 最 好 结果 .区 , F. Roth 证 明了 AGM) < 1/n(ln In 
n) , Schmidt 改进 到 AD < 1/n(ün n 3, 接着 Roth 又 改进 到 
Aln) K 1/n* AEH ERFA p 2—2/ // 5 21.1055 3E X. 
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图 13. 2n 个 格 点 中 无 三 点 共 线 , n= 二 2,4,10 


1853) pe = (17— /65)/8>1. 1172. 
后 来 ,Koml6s ,Pintz 和 Szemerédi 把 下 界 改 进 到 (ln n )/ n°, 
由 此 否定 Heilbronn 的 猜想 ,他 们 还 改进 了 上 界 . 


[1 JAcland-Hood, Budi, Malayan Math. Soc. , 0(1952-53) ,E 11-12. 

[2]Michael A. Adena, Derek A. Holton and Patrick A. Kelly, Some 
thoughts on the no-three-in-line problem» Proc. 2nd Austral. Conf. 
Combin. Math. , Springer Lecture Notes , 403(1974),6-17; MR ;50 #4 
1890. 

[3]David Brent Anderson, Update on the no-three-in-line problem, J. 
Combin. Theory Ser. A,27 (1979), 365-366. 

[4]W. W. Rouse Ball and H. S. M. Coxeter, Mathematical Recreations 
and Essays, 12th ed Univ. of Toronto Press, 1974, p. 189. 

[5 ]D. Craggs and R. Hughes-Jones, On the no-three-in-line problem, J. 
Combin. Theory Ser. A ,20(1976),363-364; MR 53# 10590. 

L6JH. E. Dudeney, Amusements in Mathematics, Nelson, London, 1917, 
94,222 

[7 ]Martin Gardner, Mathematical Games ;Challenging chess tasks for puzzle 
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butts and answers to the recreational puzzles, Sci. Amer. , 226# 5(May 
1972) ,112-117,esp pp. 113-114. 

[8]Martin Gardner, Mathematical Games; Combinatorial problems, some 
old, some new and all newly attacked by computer, Sci. Amer. , 235# 
4(Oct 1976), 131-137, esp. pp. 133-134 also 236 # 3(Mar 1977),139- 
140. 

[9]Michael Goldberg, Maximizing the smallest triangle made by N points in 

a square, Math. Mag . ,45(1972),135-144. 

[10]Richard K. Guy, Bull. Malayan Math. Soc. , 0(1952-53),E 22. 

[11] Richard K. Guy, Unsolved combinatorial problems, in D. J. A. 
Welsh, Combinatorial Mathematics and lis Applications, Academic 
Press, London, 1971,p. 124. 

[12]Richard K. Guy and Patrick A. Kelly, The no-three-in-line problem, 
Canad. Math. Bull. , 11(19682,527-531. 

[13]R. R. Hall, T. H. Jackson, A. Sudbery and K. Wild, Some advances 
in the no-three-in-line problem, J. Combin Theory Ser. A , 18(19755, 
336-34]. 

[14]P. A. Kelly, The use of the computer in game theory, M. Sc. thesis, 
Univ. of Calgary, 1967 

[15]Torleiv Klove,On the no-three-in-line problem II, J. Combin. Theory 
Ser. A, 24(1978),126-127; MR 57# 2962; Zbl. 393. 05004, 

[16 ]Torleiv Klove, On the no-three-in-line problem III, J. Combin. Theory 
Ser. A, 26(1979),82-83; Zbl. 393. 05005. 

[17 ]Cart Pomerance, Collinear subsets of lattice point sequences-an analog 
of Szemerédi' s theorem, J. Combin. Theory Ser. A, 28 (1980), 140- 
149. 

[18]K. F. Roth, On a problem of Heibronn, J. Landon Math. Soc. 25 
(1951), 198-204, esp. Appendix p. 204; I, E, Proc, London Math. 
Soc. , 25(1972) ,193-212,543— 549. 

[19]K. F. Roth, Developments in Heibronn’ s triangle problem, Advances 
in Math. , 22(1976),364-385; MR 55 # 2771. 

[20]Wolfgang M. Schmidt, On a problem of Heilbronn. J. London Math. 
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Soc. . 4(1971/72) 545-550. 


F5. ZAHR, Schur 猜想 

RR p 的 二 次 剩余 是 指 非 零 数 r( 过 2), Bi Arc 
(mod pA. R p 的 二 次 剩余 共有 《Zp 一 1)/2 个 , 且 如 果 p 具有 
4k 十 工 的 形式 , 则 它 是 对 称 分 布 的 . MR p= 4k — 1, 那么 用 
Dirichlet 的 类 数 公式 很 容易 证 明 : 位 于 区 间 [1,26 一 1] 中 的 二 次 
HIREL 25,48 一 2 ] 中 要 多 . 

对 于 头 几 个 d [8 , 48 ZEE uc 8 pre SOROR d 为 二 KAA. 


d=—1 p=4k+1 

d=—2 = Sk + 1,3 d=2 p=8k+1 

4 一 一 3 p=6k+]1 d=3 p=12k+1 
d=—5 p=20k+1,3,7,9 d=5 p=l0k+1 
d=—6 p=24k+1,5,7,11 d=6 P= 24k+1,5. 
但 是 ,在 这 些小 4 的 情形 中 ,偶尔 有 剩余 随 4 符号 的 不 同 ,从 

在 周期 的 前 1/2 或 后 1/4 中 . Legendre 符号 | 号 | 常 被 用 来 表示 与 

素数 PERR a 的 二 次 特征 , 它 的 值 随 a 是 或 不 是 p HOUR 

RMR.. 例如 ， E BÉ p = 4k + 1 mA. 


Legendre 符号 的 一 个 有 用 的 推广 是 Jacobi 符号 
(a,5) = 1,6 HAM, C H Legendre 符号 的 积 
a 
Iliz 
来 定义 ,其 中 5 = [|p; 是 6 的 素数 分 解 (其 中 允许 某 些 p; 相同 ). 
X 此 符号 重要 的 特性 包括 ,如 果 4 三 < (mod p), M |E) = 


a x 
b » 1X 这 里 


[7] 及 Gauss 著名 的 二 次 互 反 定律 ;对 奇 素数 p,9， BE 
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D: 


H » BRAE p,9 都 圭一 1(mod 4), 而 此 时 ,| 如] 一 一 (4) 


特性 可 用 来 迅速 判断 一 个 相当 大 数 的 二 次 特征 .如 224 对 325 的 
Jacobi 符号 为 


Í a | 224 |= [2 H IS 


(325] .5X5X13 5 13 


5 
aM ME 
这 个 过 程 说 明 ,224 是 5 的 二 次 剩余 ,224 还 是 13 的 二 次 剩余 ,所 以 
224 是 325 的 二 次 剩余 . 事实 上 ,224 三 43 (mod 325). 

如 果 尺 (相应 为 N ) 是 奇 素数 pp 的 连续 二 次 剩余 (相应 为 非 二 
次 剩余 ) 的 最 大 个 数 ,那么 ,A. Brauer 证 明了 ,对 p =3(mod 4), R 
二 入 之 VP; 另 一 方面 ,如 果 p =13, 0] N =4> V13, 因 为 5,6， 
7,8 都 是 13 的 非 二 次 剩余 .Schur 猜想 ;如 p 充分 大 , 则 N < Vp. 


Hudson 证 明 Schur 猜想 是 正确 的 ;此 外 ,他 认为 p =13 是 仅 有 的 
例外 ， 


[1]A. Brauer, Uber die Verteilung der potenzreste, Math. Z. :35(1932), 
39— 50; Zbl. 3, 339 

[2]H. Davenport, The Higher Arithmetic, Hutchinson's Univ. Library, 
1952, 74-78. 

[3]Richard H. Hudson, On sequences of quadratic nonresidues, J. Number 
Theory ,3(1971),178-181; MR43 4150, 

[4]Richard H. Hudson, On a conjecture of Issai Schur, J. reine angew. 
Math. , 289(1977) ,215-220; MR 58 16481. 


F6. 二 次 剩余 的 模式 
对 任意 正 奇 数 ” 之 1 为 模 ,必定 出 现 什 么 样 的 二 次 剩余 ?很 容 
易 看 出 ,连续 二 次 剩余 对 是 一 定 存 在 的 . 因为 2,5 和 10 中 至 少 有 一 
个 是 二 次 剩余 ,因此 (1,2),(4,5) 或 (9,10) 便 是 这 样 的 对 . 同样 地 ， 
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(1,3),(2,4) 或 (4,6) 中 至 少 有 一 个 是 差 为 2 的 二 次 剩余 对 ; (1,4) 
是 差 为 3 的 对 ; (1,5), (4,8),(6,10) 或 (12,16) 中 至 少 有 一 个 是 差 
为 4 的 对 ;如 此 等 等 . . 
假定 7 ,rr 十 a,r 十 6 中 的 每 一 个 都 是 模 p 的 二 次 剩余 . Emma 
Lehmer 问 :对 于 所 有 充分 大 的 p , 哪 组 (a,b) ,使 得 r+,r 十 a,r 十 6 
都 为 模 p 的 二 次 剩余 ?用 (a,5) 表 对 所 有 p> pla,b) rs (a, 
D 使 得 r,r tasr 十 5 为 模 p 二 次 剩余 的 最 小 r .如 果 不 存在 有 限 
žr, MIE Q(a,b) 一 co 例如 ,Emma Lehmer 证 明了 A (1,2)=00, 
且 更 一 般 地 ,如 果 (a,b) =(1,2) (mod 3), (a,b) (1,3), (2,3) 
3t (2, 4) (mod 5), (a,b) s (1,5), (2,3) 或 (4,6) (mod 7), 则 Qla, 
b) — co. 那 在 余下 的 情形 里 , 2(a,5) 为 有 限 吗 ?Emma Lehmer f 
想 , 如 果 a,5 为 平方 数 , 则 它 是 有 限 的 . 当然 ,如 果 a,6 均 比 平方 数 
小 , 则 Qa,6) =1. 作为 例子 ,让 我 们 看 看 为 什么 265,23) =16. 
如 果 (1,6,24) 和 (4,9,27) 都 不 全 为 二 次 剩余 , 则 6 和 3 不 是 ,而 2 必 
RI: f(a,5b) WHA (a <b < 25) 


= 45 67 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 


a a 
l 45 oo 24 38 oo 84 26 oo oo co oo 77 35 co oo oo co 15 35 co 21 69 1 
2 co 25 20 œ oo co co 70 30 co oo 54 oo co co oo 25 98 oo oo oo co 2 
3 17439 oo co ] co 55 oo co 36105 1 oo co 18 36 95 oo oo co ] 5] 3 
4 co oo oo co 9] 36 oo oo co oo 126 60 oo 38 168oo 90 oo oo 66 77 4 
5 49 œ oo121co 25 4 oo 28 oo co 64110909100 4 oo 16 64 co 5 
6 97 oo 33 30 oo 24 œ 42 60 36 38 oo 62 78 60 78 co 45 co 6 
7 99 oo 75 oo 74 œ oo 27 B8 oo oo œ oo 70 42 œ oo 45 7 
8 66 œ oo oo oo 30 1 œ oo 77 co 48 oo oo 42 1 co 8 
9 9» 54 oo 42 66 57 68 oo 36 27 16 72 oo 21 oo 119 9 
10 eo 60 85 oo 55 oo co 32 102 co 77 26 co 28 39 10 
11 28 co 11949 co 39 oo oo oo 64 oo oo 25 co 11 
12 oo oo oo 65 88 oo oo 36 4 œ co co 90 12 
13 " oo 42 œ co oo 36 oo oo oo oo 36 œ 13 
14 35 oo oo 42 oo 52 56 co 64 8l oo 14 
15 66 27 69 co 49 25 99110 1 10515 
16 9o oo 102 co 169 95 oo oo 56 16 
17 oo oo 76 64 oo oo œ oo 17 
18 8] eo co oo 40 185141 18 
19 oo 33 oo oo 36 96 19 
20 74 oo 40 25 oo 20 
21 93 co 70 10021 
22 oo co 98 22 
23 oo oo 23 
24 63 24 
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定 是 二 次 剩余 . 如 果 (2,7,25) 和 (13,18,36) 都 不 全 为 二 次 剩余 , 则 
7 和 13 必 须 是 二 次 非 剩 余 . 在 这 些 前 提 下 , (nur + Sor + 23) HIS 
r 委 15 不 全 为 二 次 剩余 ,但 是 当 -> 王 16 时 ,(16,21,39) 为 二 次 剩余 . 
表 9( 见 前 页 ) 列 出 被 认为 是 最 小 的 OCa,b) 的 值 .这 也 为 除开 
已 经 讨论 过 情形 外 , 2,6) 均 是 有 限 的 猜想 提供 了 好 的 证 据 . 就 
a,b 来 说 能 得 到 它们 的 上 界 吗 ? 
对 于 多 个 变 元 的 情形 又 如 何 呢 ? 


[1]D. H. Lehmer and Emma Lehmer, On runs of residues, Proc. Amer, 
Math. Soc. , 13(19622,102-106; MR 25 tt 2035. 

[2]D. H. Lehmer. Emma Lehmer and W. H. Mills, Pairs of consecutive 
power residues, Canad, J. Math. 15(1963), 172-177; MR 26# 3660. 


F7. Pell 方程 的 三 次 模拟 
Hugh Williams 注意 到 ES x p =3(mod 4) ,那么 方程 x? 


Ty = 2AM wt eB mod p >i i tgo (2 iei 
整数 解 . 并 问 方程 x’ + py! + pte? 一 3pryz = 3(p 41 (mod 
9) ) & BM 4 w =3(mod p ) 成 立时 有 解 ?Barrucand 和 Cohn 证 
明了 这 对 p 三 2 或 5(mod 9) 时 为 真 . 那么 p 二 4 或 7(1mod 9) 的 情形 
又 怎样 呢 ? 这 是 Barrucand 那个 一 般 猜 想 的 特殊 情形 . 如 果 它 为 
真 ,那么 它 在 寻找 三 次 域 Q(B ) 的 基本 单位 时 很 有 用 . 


[1]P.-A. Barrucand and Harvey Cohn, A rational genus, class number di- 
visibility and unit theory for pure cubic fields, J. Number Theory, 2 
(1970), 7-21. 

[2]H. C. Williams, Improving the speed of calculating the regulator of cer- 
tain pure cubic fields, Math. Comp. , 35(1980) » 1423-1434. 
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F8. Ebert 问题 
Gary Ebert |: p^ 二 次 镜 余 7; 的 最 大 集 是 什么 ?其 中 P= 
1 (nod4) fi 8 34 Z- 88 G, Dor; — r; TR p^ 的 二 次 剩余 . 


F9. [Ei 18 

素数 p 的 原 根 ¢ BEM: CE p.28. eg? —18 
剩余 类 都 是 不 同 的 ,例如 5 是 23 的 原 根 , 因为: 

5,5529 2,5°= 10,4, — 3,8, — 6, — 7,11,9, — 1, 
5, 25 10, 4,3, — 8,6,7, — 11, — 9,1 
ABIR TA 8] (69 381 x Æ Cmod23). 

Erdos 问 ; WE p 充分 大 ,那么 总 存在 素数 g 二 p 使 得 g 是 p 
的 原 根 吗 ? 

Basil Gordon 问 是 否 每 一 奇 素数 之 都 有 一 原 根 g> 之 (一 
1)/2 也 为 素数 ? 

给 定 一 素数 p >3,Brizolis 问 是 否 总 存在 p 的 原 根 g 及 O 
<< Op) (ES c= g* (mod p). 如果 是 ,那么 g 又 能 被 选择 使 得 
0g «ps G,p—1)-—18H? 

Vegh [A], TARR 如 之 61, 是 否 每 一 整数 都 能 表 成 p 的 两 
原 根 之 差 ? 在 p> 2" 时 ,这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 ,而 且 更 一 般 
的 , 孙 琦 与 李 曙 光 证 明了 ;如 果 p 之 2”,a,6,c € Zy, plabc, MED 
HG — 2) p^* XH p' 的 原 根 a,b 使 得 aa + bp = c(mod p’). 

MUR p Alg = 4p? 十 1 都 为 素数 ,Gloria Gagola 问 , 是 否 对 全 
4B p 223,345 q 的 原 根 ; 户 一 193 是 否 是 仅 有 的 奇 素数 ,其 2 不 是 4 
的 原 根 ? 户 一 653 是 不 是 仅 有 的 素数 , 它 使 得 5 既 不 是 4 的 二 次 剩余 
也 不 是 9 的 原 根 ;存在 (也 许 是 p 的 函数 ,诸如 2p 一 1,30 HL p 很 
大 ) 总 是 9 的 原 根 的 数 吗 ? 


[1]3h CQ. Sun), 李 电光 ,On primitive roots mod p!,Chinese 
Sci. Bull. , 34(1989),9:714—715. 
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F10. 2538 I5] 3H i 

Graham [8] 2" 对 模 n AA UE n > 1 8j ,2" = 1 (mod n 
) 不 存在 解 , 27 =2 mod n ££ n 是 以 2 为 底 的 伪 素 数 ( 见 A120 E] 
立 , 特 别 地 ,只 要 为 素数 也 成 立 .Lehmer 已 证 明 2" = 3 (mod n) 
的 最 小 解 是 x = 4700063497 = 19 X 47X 5263229. 当然 1 必须 是 合 
数 ; 且 它 不 能 被 2,3,7,17,,31,41,43,73,… 中 的 任何 一 个 除 尽 . 这 
He RK BFE A? 


Fll.& p 剩余 系 中 的 一 些 问 题 
对 每 一 个 xz(0 xp) ,其 中 是 奇 素数 , 现 由 xz 寺 1( mod 
PHO<c< pREL ZT 设 和 N, 表 x 和 具有 相反 奇偶 性 的 个 
数 ,例如 ,对 p =13, (2,7) = (1,1), C2,7), (3,9), (4,10), (5, 
8), (6,11), (12,12), EE Nis — 6. D. H. Lehmer 要 求 找到 N, 或 
POATEN 点 非 平凡 的 事情 . 随 p =1mod 4) 而 有 N, =2 
或 0(mod 4). =N,=0; N; = 2; Na =No = Ny = 4;Ny, = 
6; Ni = aes — 12 N,--18. HX E N,d3d0k r Wr Hd 


相同 奇 个 性 的 个 数 , lim PE — 1 吗 ? ATA E CUR A 
1? 或 小 于 1? 


F12. 覆盖 系 

如 果 每 一 整数 y 对 至 少 一 个 i 满足 y = al mod n) , 则 称 同 
余 系 a; (mod n, )( 1 Sik) HBR. Gil 0 (mod 2) ,0 (mod 3), 
1(mod 4),5(mod 6),7(mod 12) 28 BA. WR c — m on e 
< m, Erdos 为 有 任意 大 < 的 覆盖 系 的 存在 性 证 明 或 反例 提供 500 
美元 奖金 . Davenport 和 Erdos, & Fried J£ Sl f c 一 3 时 的 覆盖 系 ; 
Swift RREJT c= 6 ;Selfridge RET c =8;Churchhouse 找到 了 ce 
三 10;Selfridge 找到 了 c =14,Krukenberg 找到 c =18, H Choi 38 
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到 c = 20. 

Erdós 为 所 有 模 n, 均 是 不 同 的 奇 的 且 比 1 大 的 覆盖 系 不 存在 
的 证 明 提 供 25 关 元 的 奖金 ,而 Selfridge 为 举 出 这 样 一 个 系 的 明白 
无 误 的 例子 提供 500 美 元 奖金 . 更 一 般 地 ,“ 奇 "能 用 “不 被 前 7 个 素 
数 除 尽 ”来 代替 . Jim Jordan 愿意 为 上 面 提 到 的 那些 问题 对 于 高 其 
整数 (A16) 时 的 解 提供 相当 可 观 的 奖金 ， 

Erdos 注意 到 ,用 210 的 真 因 子 能 得 到 一 覆盖 系 , 其 所 有 的 模 
n, 是 不 同 的 ,无 平方 因子 的 且 比 1 大 ， 


4 0 0 0 101 1 2 2 23 4 5 59104 
n 2 3 5 6 7 1014 15 21 30 35 42 70105 


Krukenberg 用 2 和 大 于 3 的 无 平方 因子 数 也 得 到 此 列 . Self- 
ridge 问 用 < 之 3 来 替代 2 时 是 否 能 得 到 这 样 的 系 . 他 注意 到 ni 不 可 
能 都 是 至 多 有 两 个 素 因 子 的 无 平方 因子 数 ,但 是 ,上 面 的 例子 表 
明 , 不 需要 比 三 个 更 多 . 

很 容易 但 不 是 平凡 地 证 明 ; 对 于 ' 不 同 模 的 覆盖 系 有 
Dan > 1. BR m = 3 或 4, 则 和 能 无 限 地 接近 1. 张 明 志 证 明 ， 
不 同 模 中 存在 子 集 nsns) 使 得 之 )_ 1/ = 0(mod 1). Self- 
ridge 和 Erdos 猜想 ， 2n, —lictoe.Km € 随 趋向 co. 

Erdos 也 阅 述 了 下 面 的 猜想 ;考虑 所 有 奇数 的 算术 级 数 ,如 果 
这 些 奇 数 没有 一 项 是 2' 十 p 形式 ,那么 所 有 这 些 级 数 都 能 从 覆盖 
同 余 得 到 吗 ? 有 无穷 多 个 不 具有 2^ 十 p 形式 的 整数 不 在 这 样 的 级 
数 中 吗 ? 

127,149,251,331,337,373,509,599,701, 
757 5809 ,877 ,905,907, 959,977,997, + 
中 哪个 数 不 在 这 样 的 级 数 中 ? 


[1jS. L. G. Choi, Covering the set of integers by congruence classes of dis- 
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tinct moduli, Math. Comp. , 25(1971),885-895; MR 45 # 6744. 

[2]R. F. Churchhouse, Covering sets and systems of congruences, in 
Com puters in Mathematical Research, North-Holland, 1968,20-36; MR 
391t 1399. 

[3]Fred Cohen and J. L. Selfridge, Not every number is the sum or differ- 

ence of two prime powets, Math. Comp. ,29 (1975) ,79-81. 

[4]P. Erdós, Some problems in number theory, in Computers in Number 
Theory, Academic Press,1971, 405-414;esp. pp. 408-409. 

[5]J. Haight, Covering systems of congruences, a negative result, 
Mathematika ,26(1979),53-61, MR 81e: 10003. 

[6]J. H. Jordan, Covering classes of residues, Canad. J. Math., 19 
(1967),14-519; MR 35 #1538. 

[7]1J. H. Jordan, A covering class of residues with odd moduli, Acta 
Arith. , 13(1967-68),335-338; MR 36 #3709. 

[8]C. E. Krukenberg, PhD thesis, Univ. of Illinois, 1971, 38-77. 

[9]A. Schinzel, Reducibility of polynomials and covering systems of congru- 

ences, Acta Arith. , 13(1967),91-101; MR 36 # 2596. 
[10]3K 88 a& (M. Zhang), BE 3 M c AY — AEH DU JI EE EC AR BEE 
AE ,26 (1989) , $688 :185— 188. 


F13. 恰 覆 盖 系 

如 果 一 个 同 余 系 既 是 覆盖 又 是 不 相交 的 ( 即 每 一 个 整数 从 被 
TARR MS), BA ER HS ES REAM). 
AAS HR a; (mod n0 (1 <i<k) 的 必要 的 但 不 是 充分 的 条 件 是 
Mn =] HO 1,7.) 2]. 张 明 志 进一步 证 明 了 必要 条 
f£ 5, ain, = Œ — 0/2 OU F12 所 附 文献 ), Znám 猜想 ,如 果 
[am 一 [] py, IRA £21-- $7aG;— D .1974 年 ,Ko- 
rec 证 明了 这 一 猜想 (参看 柯 召 , 孙 琦 的 书 ). 后 来 ,Znam 证 明了 ， 
如 果 r2 是 n, Re) RAF ,那么 Nk S Nge- mm to T perl. 从 而 推 
广 了 Davenport,Mirsky，Newman 和 Rado 等 人 的 结果 . 他 猜想 ， 
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如 果 仅 存在 成 对 的 等 模 ,那么 模 便 都 具有 273^ 的 形式 . 但 是 后 来 ， 
他 和 Schonheim 又 给 出 了 反例， 


mod 5 10 15 30 20 40 60 120 
0,1 2,7 3,8 13,28 4,9 14,34 19,39 59,16 


Stein 证 明了 如 果 仅 存在 一 对 等 模 , 其 余 的 均 不 同 , 那 么 = 
ZO xi R—1),n -2'.3&4h,Znám 证 明了 如 果 存 在 三 个 
相等 的 模 , 其 余 的 均 不 同 , 那 么 1% 二 (1 SiS k— 3,01. ,—n.4 
=m 一 3 x 2 .主要 的 问题 是 给 出 份 覆盖 同 余 的 特征 ， 


[1JN，Burshtein and J. Schónheim, On exactly covering systems of congru- 
ences having moduli occurring at most twice, Czechoslovak Math. J. , 24 
(99) (1974) ,369-372; MR 50# 4521. 

[2]A. S. Fraenkel, A characterization of exactly covering congruences, 


Discrete Math. , 4(1973), 359-366. 
[3] 柯 召 (C. Ko) , 孙 琦 ,数论 讲义 (上 ), 第 二 章 $ 10, 高 等 教育 出 版 社 1986. 


[4]Bretislav Novak and Stefan Znám, Disjoint covering systems, Amer, 


Math. Monthly, 8101974) ,42-45. 

[5]8. Znám, On Mycielski' s problem on systems of arithmetical progres- 
sions, Colloq. Math. , 15(1966),201-204; MR 344 134. 

[6]S. Znám, On exactly covering systems of arithmetic sequences, Math, 
Ann. , 180(1969) ,227-232; MR 39 # 4087. 

[7]S. Znám, A simple characterization of disjoint covering systems, 


Discrete Math. 12.1975) ,89-91. 


F14. Graham 的 一 个 问题 
Graham 为 解决 下 列 问 题 提供 25 美 元 的 奖金 , 即 ; Oa, <a, 
<<a, AR max j @;)/(ai,a;) Z2 n 09? 
如 果 上 述 不 等 式 不 成 立 , 则 Marica 和 Schonheim 证 明了 至 少 
有 一 个 a 有 之 1 的 平方 因子 ;Winterle 证 明了 , a 不 是 素数 ;Sze- 
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meredi EHT n 不 是 素数 ; Weinstein 证 明了 如 果 某 个 a BRR 


p. Rie j, kA po 2155, Velez EMT n —1 不 是 素数 ， 


AMBRE o RRE* a; PA p <n Boyle 改进 此 结果 到 PS 
(n 一 D/2 EX H ZEEBO] p xc — 1)/3 ; Simpson 证 明了 
没有 ai WRK. Ri, Alexandru 对 充分 大 的 nn 证 明了 上 述 不 等 式 
m. 


[1]Z. Alexandru, On a conjecture of Graham, J. Number Theory, 27 
(1987) , 33-40. 

(2]R. D. Boyle, On a problem of R. L. Graham, Acta Arith. , 34(1978), 
163-177. 

[3]E. Z. Chein, On a conjecture of Graham concerning a sequence of inte- 
gers, Canad. Math. Bull. , 21(1978), 285-287; MR 80d; 10024; Zbl. 
392. 10002. 

[4]P. Erdos, Problems and results in combinatorial number theory, in A 
Survey of Combinatorial Theory, North-Holland, 1973, 117-138. 

[5]R. L. Graham, Advanced problem 5749°} Amer. Math. Monthly, 77 
(0970775. ——— 

[6]J. Marica and J. Schonheim, Differences of sets and a problem of Gra- 
ham, Canad. Math. Bull. , 12(1969) ,635-637. 

[?]R.]. Simpson, On a conjecture of R. L. Graham, Acta Arith. , 40 
(1982), 209-211. 

[8]William Ysals Vélez, Some remarks on a number theoretic problem of 
Graham, Acta Arith. , 32(1977) ,233-238. 

[9]Gerald Weinstein, On a conjecture of Graham concerning greatest com- 
mon divisors, Proc. Amer. Math. Soc., 63(1977), 33-38; Zbl. 369. 
10003. 

[10]Riko Winterle, A problem of R. L. Graham in combinatorial number 

theory. Congressus Numerantium 1, Proc. Conf. Combin. Baton 


Rouge, Utilitas Math. Pub. 1970. 357-361; MR 4211 3051. 
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F15. DRRRH RA 

Erdés 定义 AQ, 为 [|r RPR RDF AOR P. 
B. pln, Af: 

max min A(n + i,k) = olk)? 
a 1<qige 
他 说 很 易 证 明 它 是 OCR). 
max min A(n + i,k) > k* 

对 于 每 一 个 c 和 充分 大 的 & 成 立 吗 ? 


& 
1 
2040 x19) > (In 


F16. 5 &- I US ID UNE 
Alf van der Poorten 要 求证 明 


LS l224..368 1 
ro l= 2:5 75517121 T2 
n n 
BA 
> 1 -a3 tI S 1 r43 
et (m 27 'z on 9 ^" 
n nf | 
-5l 1 
ol 2) 7 $1732) Ln)! 
” n 
. «c 2r)” 
n 
n 
Al 
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{BE AMT 28 PEE A COD. 的 结果 ? 


[1]Louis Comtet, Advanced Combinatorics, Dreidel, Dordrecht, 1974, p. 
89. 

[2]Alfred van der Poorten, A proof that Euler missed «+ Apery' s proof of 
the irrationality of % (3). An informal report, Math. Intelligencer ,1 
(1979) .195— 203. 

[3]Alfred J. van der Poorten, Some wonderful formulas…an introduction to 
poly-logarithms, Proc. Number Theory Conf. Queen's Univ., 
Kingston, 1979. 269-286; MR 801110054. 


F17.n 个 数 成 对 的 和 与 积 的 集合 
如 果 a1,a;，,…,a, fen PCE BA) ,那么 他 们 成 对 的 和 与 积 
的 集合 多 大 呢 ? 
| (a; + a;} U {aiaj) | PLE 
Erdos 和 Szemerédi 已 证 明 | (a; + a;} U (aia | > n**. 


[1]P. Erdos, Some recent problems and results in graph theory, combina- 
torics and number theory , Congressus Numerantiun XVII, Proc. 7th S. 
E. Conf. Combin. Graph Theory, Comput. Boca Raton. 1976, 3-14 
(esp. p. 11) 


F18. 最 大 积 的 素数 分 拆 

如 果 充分 大 且 记 nn 二 a 十 6 十 c,0 之 a 过 5b 过 6c, 那么 在 每 
一 种 可 能 的 方式 中 ,所 有 积 abe 都 不 同 吗 ? 

J. Riddell 和 H. Taylor 问 ,在 ”分 为 不 同 素数 和 的 分 解 中 , 具 
有 最 大 积 的 分 解 其 个 数 一 定 最 多 吗 ? 但 是 Selfridge 给 出 了 否定 的 
回答 ,例如 ; 
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319 二 2 十 3 十 5 十 ?十 11 十 13 十 17 十 23 十 29 十 31 十 37 十 41 十 47 十 53 

=3+5+11+13+174+19+23+29+314+37+41+43+47, 
分 解 成 的 个 数 较 少 的 却 给 出 了 可 能 是 最 大 的 积 . 这 是 最 小 的 反例 
吗 ? 两 个 集合 的 基数 差 能 是 任意 大 玛 ? : 


F19. 连 分 数 
工 能 被 表 成 连 分 数 
pa + — 
a, + 
出 于 排 字 方便 的 考虑 ,通常 记 为 


b 5 b 
teat GCGET 
3315) 5, 全 为 1 时 , 连 分 数 被 称 为 简单 的 . 他 可 以 是 有 限 的 或 无 限 
的 .但 如 果 z 是 有 理 数 , 则 它 是 有 限 的 . 在 这 种 情形 下 ,存在 两 种 可 
能 的 形式 ,其 中 之 一 是 它 的 最 后 部 分 商 w SFI: 


7_ 1 1 10 1 1 I 
16 2 十 3 十 2 243414 


并 不 是 每 一 个 都 能 表 成 两 正 整数 4 与 5 的 和 , 它 使 6/a 的 连 分 数 
所 有 部 分 商 等 于 1 或 2. 对 于 11,17,19 我 们 有 ， 


$24.01 1 1.5, 1 1 147. 1 l] 
7 TI 十 1 十 2 十 1712 2c42-27"1 141-24 3i 


1 
1 


但 是 23 就 不 能 如 此 表达 .Leo Moser 猜想 :有 一 个 常数 < 使 得 ,每 
个 表达 的 部 分 商 的 和 > ya < clnn 


F20. Rotkiewicz 问题 
Rotkiewicz 提出 下 面 的 三 个 问题 . 
(adit p > 3,79 SEP FE AY ECL Dg JS E XE SUR q 使 得 


i p 2) (— 1P aê - bol 
Jacobi 符号 ( 见 F5) C7) (— D 和 了 Sat oy "ELS 
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cu 1. 

(OI M, = (|B) = (<n c ERE mauu 
la 1), M, = (0105) = (= 1,0 «n «Pn =c¢, + 
Cy 


1 
€; 十 


NON 的 下 界 和 上 界 . 


LL 15,9 NG) 一 |M, N) = | M, |. 试 找到 函数 
a 


草 珍 富 首 先 给 出 了 问题 (a) 的 肯定 回答 ,同时 ,他 还 证 明了 , 设 
P 三 1(mod4), 了 之 1 , 则 NCp) = Np), mE p = 3 (mod4) 时 ,他 
的 结果 支持 他 提出 如 下 猜想 : 

(d) NC) ze NG) 22. 


NO») m 
lir == " . 
(e) lim PNG) 一 1 不 成 立 


[1] 草 珍 富 (Z. Cao). X T. Rotkiewicz 的 一 个 问题 ,数学 研究 与 评论 ,2 
(1987),318— 320. 

(2]A. Rotkiewiez. Application of Jacobi’ s symbol to Lehmer’ s numbers, 
Acta Arith, , ALII(1983),163— 187. 


F21. 部 分 商 为 a sk b 问题 

Bohuslav Divis 要 求证 明 : 在 每 一 个 实 二 次 域 中 ,存在 一 个 无 
理 数 ,其 简单 连 分 数 所 有 的 部 分 商 等 于 1 或 2. 他 对 用 任意 对 不 同 的 
自然 数 替代 1 和 2 问 了 同样 的 问题 . 


F22. 无界 部 分 商 的 代数 数 
存在 一 个 代数 数 (次 数 大 于 2) 其 连 分 数 有 无 界 的 部 分 商 吗 ?每 
PRES SOO SEE Jm i98 1B St mi R5 2Ulam 特别 地 问 


2o 
到 4 = qu Po = qur; Ii 
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Littlewood 注意 到 ,如 果 0 存在 具有 有 界 部 分 商 a, 的 连 分 数 ， 
BRA lim inf 2 |sin 40| < AC) ,其 中 AO 不 是 0( 尽 管 对 几乎 所 
有 的 9 它 是 零 ). A 

lim inf n [sin n8 sin ng |=0 
对 所 有 实 的 2 和 9 都 成 立 吗 ?已 知 对 几乎 所 有 的 0 和 9? 成 立 . 另 一 
Jd. 
lim inf n!** [sin nO sin ng| 一 ce 
XEJLSE- Br 89 0 30 e I 3r. Cassels 和 Swinnerton-Dyer 解决 了 一 
4 2E ^ (a A BE BA T 0 = 215 ,0— 45 fA Hi fI. Davenport 
认为 计算 机 也 许 有 助 于 证 明 [0 — y) 《xg 一 z)| <E 对 于 每 一 个 


二 二 或 上 


[1]). W. S. Cassels and H. P. F. Swinnerton-Dyer, On the product of 
three homogeneous linear forms and indefinite ternary quadratic forms, 
Philos, Trans. Roy. Soc. London Ser. A 248(1955),73-96; MR 17-14. 

[2]Harold Davenport, Note on irregularities of distribution, Mathematika , 3 
(1956), 131-135; MR 19,19, 

(3]John E. Littlewood, Some Problems in Real and Compler Analysis, 
Heath,Lexington Mass. ,1968,19-20, Problems 5,6 


F23. R28 REB c RE R 
Littlewood [2] :如 何 用 2^ 3:3& 3: 3" , (8 3" — 27 5 27 B o - 
能 小 ?他 给 出 一 个 例子 


322 — 7183 
gs — 1+ 54788 


Croft Xj n} — 2" [8] T 48 ML B9 [2] BL. 209 FR RY n! 的 头 几 个 最 好 的 近 
似 是 : 


1 
^ 1+ 373 


5! 201 221 241 611 631 


Vu 28 979 2? 2278 2250 
一 1.33 十 0.126 一 0.10 十 0.047 十 0.023 —0. 0017 


其 中 ,第 三 行 是 指数 误差 比 的 百分数 ,例如 设 51 = 27, WJ — 1.33 
是 (z 一 7)/7 的 百分数 . Erdos 注意 到 nn1 = 2? + 2 (134 n 21,2, 
3,4 和 5 成 立 ， 


F24. 两 个 不 同 数 字 组 成 的 平方 数 

Sin Hitotumatu 要 求证 明 下 述 问 题 或 举 出 它 的 反例 ;除开 
10”,4 x 10^ $1 9 X10” 外 , 仅 存 在 有 限 多 个 平方 数 恰 由 两 不 同 十 
进 制 数字 组 成 ,如 : 

1444 = 38^, 7744 = 88^, 11881 = 109”, 29929 = 1735, 44944 = 
2127, 55225 — 235119696996 = 3114’. 


F25. 数 的 住 留 度 

在 序列 679,378,168,48,32,6 中 ,每 一 项 都 是 前 项 十 进 制 数字 
的 积 . Neil Sloane 定义 一 个 数 的 住 留 度 为 :一 个 数 在 下 降 到 一 位 
数 以 前 的 步 数 ( 例 中 为 5 步 ). 我 们 有 

10, 25, 39, 77, 679, 6788, 68889, 2677889, 26888999, 
3778888999, 277777788888899 
的 住 留 度 分 别 为 : 

1,2,3,4,5,8,7,8,9,10,11. 

住 留 度 大 于 11 的 数 都 大 于 105". Sloane 猜想 ,存在 一 个 数 c ,使 得 对 
全 部 的 数 其 住 留 度 均 生 ec ， 

在 二 进 制 数 中 最 大 的 住 留 度 是 1. 在 三 进 制 中 ,任何 数 的 数字 
之 积 只 能 是 0 或 2 的 寡 . 人 们 猜想 , 比 25 大 的 所 有 2 的 寡 当 记 为 三 进 
制 时 包含 0. 已 知 此 猜想 对 不 超过 25 的 2 的 赛 都 为 真 . 此 猜想 的 真 
实 性 将 蕴含 三 进 制 数 的 最 大 住 留 度 是 3. 

Sloane 的 一 般 猜 想 是 ,存在 数 c(5) 使 得 5 进 制 数 的 住 留 度 不 
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Eco). 

Erdós 设 /(n) J& » 的 非 堆 十进制 数字 的 积 ,他 问 , 一 个 数 到 
运 1 位 数 能 多 快 ? 且 娜 个 数 下 降 最 慢 ?他 说 易于 证 明 /Cn) un, 
因此 至 多 需要 cln Inn 步 . 


[1]N. J. A. Sloane, The persistence of a number, J. Recreatianal Math. , 6 
(1973) 97-98. 


F26. 用 1 表示 数 

用 1 和 任意 个 十 和 X 号 来 表达 7, 设 fn) 是 1 的 最 少 个 数 ,由 

64— O-EIT 1D X 十 1 十 1 十 DX 十 1 十 1 十 1)， 

80 二 (十 1 十 1 二 1 十 DX 十 1 十 1 十 1)X (十 1 十 1 十 1)， 
An f/(64) 委 12.f (80) «13. 能够 证 明 f(3:) = 3k H3 log; 
n S; f(r) « 5logsn ,其 中 log 以 3 为 底 , 那 么 fA G0 ~3 logsn( 对 于 
n — oo) TRawsthorne Xf n < 3(— 590490 HAT f G2. 同时 ,他 
& San) = (ni f(r) — m), 1xim s 37 bET Lin b(n) 和 
bin) Æ Sm) 的 最 大 和 次 最 大 的 元 素 ,那么 On) = 
[8/9)2(o)]. 对 更 大 的 mbi Gn) 5 b(n) 的 关系 如 何 ? 怎 样 确定 
它们 ? 


[JJ，H，Conway and M. J. T. Guy, win four 4's, Eureka ,25(1962),18- 
19. 

L2]Popken and K. Mahler, On a maximum problem in arithmetic, Nieuw 
Arch. voor Wisk. , (3)1(19532,1-15. 

[3]Daniel A. Rawsthorne, How many l's are needed? Fibonacci Quart. , 27 
(1989),1:14— 17. 


F27. Farey 级 数 
阶 为 n BU Farey 级 数 是 指 0 与 1 之 间 的 诸 既 约 分 数 中 ,分 母 、 分 
Fn , 且 次 序 按 大 小 排列 . 例如 , 阶 为 5 的 Farey RAE, 
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表 10” 按 根 大 小 排列 的 二 次 方程 系数 行列 式 


a b c f 行列 式 
0 1 0 0 
2 2 一 1 (6 3 —1)/2 1 
l 2 一 1 w 2 一 1 0 
0 2 —1 + 0 
1 
0 2 —1 2 [0] 
1 1 一 1 (v5 一 1)/2 0 
2 0 一 1 V2 /2 —1 
1 2 一 2 AN 3 —1 —1 
2 1 一 2 C 17-1)/4 1 
0 1 一 ! 1 0 
0 1 一 1 1 0 
2 71 n C17 4/4 0 
2 n m (43 十 1)72 1 
l 9 一 ? V2 -1 
1 =i =] (Y 5 -D/2 1 
0 1 一 2 2 0 
0 1 —2 2 0 
1 一 ? 一 ! 2 41 1 
l =? =? 341 0 
9 0 1 oo 
1112132341543525345 
5435253451432312111' 


AMAA ARABI L1 Mahler 把 序列 的 
元 素 看 作为 一 线性 方程 的 正 实 根 , 此 方程 的 系数 的 最 大 公约 数 为 1 
且 系 数 本 身 不 超过 ” ,他 对 二 次 方程 得 到 下 面 明显 的 推广 . 按 根 的 
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AAG UR IE SCR AY KB ax? + br +e = 0,a D0, (a,b,c) 
== 1,6’ >4ac,max{a,|6|,|\c[}<n 的 系数 (a,6,c) Bü ri RETO CUR, 
前 页 ) 知 由 a,b,c 三 相 邻 行 组 成 的 三 阶 行列 式 ( 见 F28) 值 为 0 或 士 
1. 

表 10 中 ,对 二 2, 从 0,1,0 开 始 , 它 对 应 于 0 根 的 情况 . 为 避免 
出 现 平 凡 的 例外 ,Selfridge 建议 重复 有 理 根 . 此 表 以 0,0,1 结 束 . 
表 中 最 后 一 列 是 行列 式 的 值 . 该 行列 式 是 由 该 行 及 与 此 相 邻 的 上 、 
下 行 组 成 . 

表 10 能 够 证 明 吗 ? 它 能 推广 到 与 3 次 方程 相 联系 的 4 阶 行列 式 
吗 ? 


F28. 值 为 1 的 一 个 行列 式 


a, a? a3 . 
三 阶 行列 式 |a as ag] 可 定义 为 ailasag 一 aa.) 一 
i as dg 
4;(a,as — aça) + ay(ayag 一 asa;). Basil Gordon 问 :使 得 
a a? as ai ai aj 
a, as as|=1 = |a ai aj 
a dg ds al a ai 


成 立 的 全 部 的 数字 a1,a,,…,as 是 什么 ?( 其 中 没有 一 个 为 0 或 十 
1). 


F29. 两 个 同 余 式 
给 定 一 素数 p , 试 找到 函数 /(z) ,g(x) 使 得 同 余 式 f(z) 二 
n, g(x) =n (mod p)Z— MMA BK s 可 解 . 一 平凡 的 例子 是 
f(t) = z',g(x) = az’, Rha 是 奇 素数 p MAMIE. 
Mordell 给 出 进一步 的 例子 , f(x) = 2x + drt, glz) 一 工 一 
1/Adz!, 其 中 d 是 与 p HEISE A 1/z 被 定义 为 = ,其 中 
£*2z=1 (mod p). 
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F30. 一 个 整除 问题 

Znám 曾 问 ,是否 对 每 一 整数 郊 盖 1 ,都 存在 整数 二 >14 一 1， 
syn) 使 得 对 每 一 个 二 zi Bayer rar, 十 工 的 真 因子 ?这 个 
”问题 已 经 被 孙 琦 解决 . Za) 表示 Znám 问题 的 解 ( x1，… ,x, ) 
(lace <ar) MI. IET Za) > OM) 一 Gn 一 
D> 1) RH 0(n) 是 方程 


(A) D t+ KaLa, 
j=1 4 


Zea, 
的 解 的 个 数 (D10). h Fie AD BK REA T in 210 Bf, 
Qn +1) SQ) 4-3; 4 n Z 10d OG + 1) SAG) 4-55; M n 
zl11B.QQ-H-0D020600-0-8:34A22118 5,00 4-0 2 Q0) 
T1772 nS 11,2 h}, 0a + 1) SQM) 4+ 23, BRERA 
SUE T 4n> 118] QG@4+ 1) SQM) + 39,4 2 Z2 11 8] Qn 
+1) 2 QO) + 57, WE nS 12H Zn) 2239 AnD 12 E ,2|n 
时 ,Zn) 之 57, 但 是 ,要 得 出 Z(n) 的 渐 近 公式 仍 很 不 易 . DAA 
珍 富 提出 如 下 猜想 ; 当 ” 之 4 时 ,Zn 十 1)>>ZCo)， 

类 似 于 Znám 问题 , 曹 珍 富 提出 了 如 下 问题 :对 任意 给 定 的 正 
整数 a 是 否 对 每 一 个 整数 n> 1 ,都 存在 整数 2, > 1G = 1,…,n) 
使 得 对 每 一 个 iom axe x ria, +1 的 真 因 子 ? 当 a =7, 
18,22(mod 25) 时 ,这 个 问题 已 被 解决 (参阅 D26). 

另 一 个 与 方程 (A) 是 挛 生 的 方程 是 


a 


l. 1 =], <r, Se < Trs 
Jax, Um, 


UL, dos An) WE Yn 9 B5 AQ 4-1) Z QGD + (n 


—1) -78H 35 Z 12,2|n EE A H- 12 2 Rn) + Rua — D -+ 


104. 8 IL A Gn) 远 远大 于 A). WB EIL lim D 一? 他 曾 提 出 


In E) n lh A( + 1) > ACD. 


(B) 
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C118 ZR (CZ. Cao) FERRARI MARR TWAS hE 1989, 38 417 
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Znám's problem, J. Number Theory, 27(1987),206— 211. 

L3] W £2 X (Z. Cao), 数 论 中 的 一 些 新 的 问题 和 结果 ,河池 师 专 学 报 ,1 
(1987) ,1— 8. 

[4] 孙 琦 (Q. Sum), KF Znám 问题 ,四 川 大 学 学 报 ( 自 然 科学 版 ),4C1983),9 
一 11 

[5] 孙 琦 (Q. Sun) WHE ,关于 方程 »EL 
1(1987) ,125— 128. 


[6 ] fh # (Q. Sun), W X£ X On the Equation M l 十 
jal cU 
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